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 ځني جبرخطی الويومھم جزګرځيدلی دی ، غواړم رياضيات دنن په نړۍ کې  الجبر خطیڅرنګه 
ی ھم ډيره په نورو مضامينوکې تر څخه رياضيغيرله لري اوعموميت ت زيا چې موضوعات

د د کتابونوترڅنګ ددي ليکنی منابع  .راوړم ېدلته راټول اوپه تحريرک ،زياته استفاده کيږي 
په انګلسي اوجرمني ژبودخطي الجبري په برخه کي ورګړل  چې، لکچرونه  ورستيو کلونوځني

کې دي ته په مفصل ډول وسعت ورکړم وخت  مناسب په چېلرم آرزو  . دی شامل مھشويدي ، 
 مستقل يو دترنولسم پيړۍ پوري  جبرال خطی. د زياتې استفادي وړ وګرځول شيخطی الجبرتر څو

  په Leibniz ډول په مثالد . ی وھندستحليلی  قسمت د وبلکه ي .نه وموجود  په شکل مضمون
 خطی نن مګر. Eسته راوستلو لپاره پيدا کړت نديترمينا د متريکسيو  دفرمول  کال کې يو 1690

 واساينسی  څخه  دجبرالخطی  له بلکه  ګرځيدلي ده ، ورياضياتوه مھمه برخه د ي يوازینه جبر ال
 رياضي ھغه چې شوی دی ښيښكو دلته. استفاده کيږي ډيره تری حل کې ھم مسايلو په یاقتصاد

تابع کيږي اواستفاده په کتابوکې له ھغه څخه  اومروج  نن په نړۍ کې چې ،لونه استعمال شېسمبو
  د دو ژبو چېشوی دی  کوښيښکې  د نومونو په استعمال دارنګهھم .يد يوي معيني ژبې نه و

البته ھغه مفاھيم چي مونږپه خپلوملي  .وشي استفاده مروجه نومونو څخه   )و انگلسی پښتو ا  ( 
د  چېولپاره کسان دھغو دا. اندرد نوم نه لرو، په انګلسی ليکل شويدي کي ھغه ته يوواحد اوستژبو

ونه مبولس ھغه. يوھم  ، د ګتې وړبهکوي مطالعه  ژبو بين الملليپه  ونه کتاب لموعواونور رياضی
  DAADد  .ی دیکړ تشريحمې  ، په اخيرکې دلته استعمال شوی دي چې و اختصاراتا

ته د ننګرھاراوھرات د راموقع تدريس  د چې کومتشکرڅخه  موسسه  ۍالمان
   Afghanicھمدارنګه د  .کې مساعده کړي وه وپه پوھنځي ساينس پوھنتونو د

 د و ياپه ليکلوا چېلری مکان ا . موسيسي څخه مننه کوم چه په چاپولو راسره مرسته کړيده
  . غواړممعذرت  ي وي ،موجود ۍغلطاشتبھات يا  کې جوړښت و پهجمNت

چه ليکل کيږي ځيني نيمګړتيلوي لرې، نودمحترمولوستونکو څخه ھيله  رعلمي اثرڅرګنده ده ھ
دخپل وړانديز په ډول زما Eندي الکترونيکې پتې ته راوستاوي، تر څوپه  نيمګړتياوي دا کوم چې

 .راتلونکي کې په پام کې ونيول شي
  په درنښت

 

                                  mohmandan@gmail.com 

  

مھمنداكترعبد� ډ      
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 فھرست

  ):6شروع صفحه ( لمړی فصل  
  :اساسات رياضی

  :  (set)جموعهم    
 ، (infinite set) سيت ، غيرمعين(finite set)سيت  معين       
       countible set ) سيتوړشمارد ( ، countible set infinite    

    uncountible set، )  سيتغيرمعين وړ شمارشد (        
  ) : (mapping تابع    

  ،(surjective)، سورجکتيف  (injective)اينجکفيب         
      (bijective)بايجکتيف         

  :(algebra)الجبر    
  ، (binary operation)رابطه  ګوني دو         
  ، (algebraic structure)) ساختمان(جوړښت  الجبری         
 (field)ساحه   ،  (ring)، حلقه    (group) روپګ         

  :   (relation)رابطه    
     ،  (symmetric)رابطه  ه، متناظر ) reflexive (رابطه  انعکاس       
  ،) relation equivalence (رابطه  همعادل ، رابطه (transitive)انتقالی      

  مربوطه اساسی قضاياوي     
 ): 31شروع صفحه (   صلف دويم

   ):System of linear Equation ( سيستيم ومعاد+ت خطی د

    (inhomogen)غيرمتجانسو وا ومعادEت (homgen)متجانسو  خطید    

  مربوطه اساسی قضاياوي ،) Gaussian Algorithm(وس طريقه گحل ،     

  ): 43شروع صفحه (  فصلدريم 
 :Matrix and Determinant) (و ديترمينانت امتريکس 

   ،حل سيستم دپيدا کولوطريقي متريکس معکوس دمتريکس ، ديترمينانت ،      
  ،طريقه  cramer د واسطه ،په  متريکسد  و حلمعادEت خطید     
    متريکس (cofactor)،کوفتور  (minor) مينور    

   ): 75شروع صفحه (  فصلڅلورم 
 :(Vectorspace)  وکتوری فضا

 ،) (subspace  ، فرعی فضا  وکتوری فضا    
  ، Combination  ،span	Linear	) (   ترکيب خطی    
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  ،  ( Linearly dependent ) وابسته  خطی    
  يمربوطه اساسی قضاياو ،  Linearly independent )مسقل  خطی    

     ):  92شروع صفحه (  فصلپنځم 
  :و بعدا اعدهق فضای وکتورد 
)(  basis and dimension of a vectorspace     

  ،) canonical basis( اساسی قاعده  ، فضا یوکتور ديوی  (basis)قاعده    
   ،   (rank)متريکس رنک د ،  (subspace) فضا فرعیوی يد (basis) قاعده   
  يمربوطه اساسی قضاياو،   فضا یوکتور ديوی (dimension)بعد    

    ):  118شروع صفحه ( فصل شپږم 
  :(sum of subspaces)  مجموعه وفضا فرعی د
  (Dimension Formel for subspaces ) ګانوفرعی فضا د فرمول بعد    
 ، (direct sum of subspaces ) مجموعه  همستقيم ګانوفرعی فضا د    
  مربوطه اساسی قضاياوی    

  ):    127شروع صفحه (  فصلاوم 

  :)  linear mapping ( )نقشيا ( ګميپين خطی
  ، ) Monomorphism( ، مونومورفيزم  (homomorphism)  مھومورفيز   
  ، )  ismorphism (، ايزومورفيزم )  epimorphism( ايپومورفيزم    
    ) Automorphism (اوتومورفيزم  ، )  Endomorphism(ايندومورفيزم    

Image      گميپين خطی او د يو kernel  ، 
  ،   (Dimension Formel for linear mapping )خطی ميپينګ  د فرمول بعد   

   فرعی فضا  )  Invariant ( اينوارينت    
   ):    154شروع صفحه ( فصل اتم 
  :ترمينځ رابطه ميپنګ وخطیا متريکسد
 )Linear Mapping and Matrix(  
  نظراساسی قاعدي ته  ميپنګ مربوطه متريکس دخطی     
  قاعدي ته نظراساسی ميپنګد متريکس مربوطه خطی      

  مختلفو قاعدوته ، اومتريکس ترمينځ نظر دو) نقش( ميپنګرابطه دخطی      
    adjiont matrix   ،matrix Hermitain  ،matrix skew Hermitain 
،involutory matrix  ،nilpotent matrix  ،idempotent matrix 
،permutation matrix ،  مربوطه اساسی قضاياوي  

     ):    176ع صفحه شرو(  فصلنھم 
  :ونه وکتور مشخصه وونه اقيمت مشخصه
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 )Eigenvalues and Eigenvectors ( 
    eigenvectors  )(   ونه وکتور مشخصه   

   (eigenvalues)   ونهقيمت مشخصه   
   ) eigenspace (  فضا مشخصه   

     ( characteristic  function)مشخصه تابع    
     ) geometric multiplicity( ھندسی حاصل ضرب    

 ) algebraic multiplicity ( ضرب  صلاح الجبری   
  متريکس ،) diagonal(متريکس ، دياګونل ) orthogonal ( نالگوارتو   

   diagonalizable  متريکس ، معادل)(equivalence ،متريکس   
 مثلثی پورتنی( upper triangular matrixمتريکس ،  ( similar)مشابه   

 ، مربوطه اساسی قضاياوی )متريکس 

       ):    199شروع صفحه ( فصللسم 
 :(euclidean space) فضا اقليدی

 Bilinearform ،  سکالری حاصل ضرب)scalar product (،  
 ، euclidean space ( ،norm   ،normed vector space (ضا ف اقليدی 
   ،    وکتورونه  metric space   ( ،ortogonal( وکتوری فضا  متريک 

orthonormal    اورتونورمال قاعده وکتورونه ، )orthonormalbasis ( ،
process   gram-schmidt  وکتوری حاصل ضرب ، )vectorproduct(،  

semi-bilinear   ،unitary vector space  ،hermitian ، مربوطه اساسی  
 قضاياوي  

          ):   214شروع صفحه (  يولسم فصل
  :د متريکسو ډولونه او استعمال يی 

Quadratic Form ) دويمه درجه فورم اويا مربعی فورم(  
semidefinite positive  ،definite positive ،definite  negative    
semidefinite  negative   ،indefinite ،principal minor   ،  

jacobian matrix  ،Hessian Matrix   )ريکس ھيس مت (  
   local maximum )نسبی اعظمی  موضعی اعظمی اويا(  

local minimum )موضعی اصغری نسبی  اصغری(  
Cayley-Hamilton theorem ، wronskian matrix  

    مربوطه اساسی قضاياوي

  ):   237شروع صفحه (  لسم فصلدو

     مثالونه او تمرينونه
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  فصللمړی  

) او اړيکی  (رابطه)   )  يرتصو ) انځور   ,  ( مجموعه  

(  Set , Mapping and Relation ) 
  

جبری لا خطی سته پهوور چېفصل کښی غواړم ځنی مفاھيم اوقضاياوی  په دې
   .ځينی استفاده کيږی په مختصرډول تشريح کړمورکښی 

کال  ييNدم 1874له خوا په   Georg Cantor د )  set ( سيت   : 1.1تعريف
   : شوی دیف تعري ډول ېپه Eند ېک

Set يوه مجموعه د اوبجيکتونو) Objects  (   معين مشخصات  ټول يو چېده
  پوھنځی د سيت ساينس Xدمثال په ډول که . يبل څخه فرق لرله ولری مګر يو

. يمعين مشخصات دلته دساينس دپوھنځی محصل کيدل د.  يو محصلين
  :ول ښيومونږ يو سيت په Eندی ډ.مګرھرمحصل له يوبل څخه فرق لری = {��, ��, ………… . } 

 
.		دلته   . . . . ��, ��, �� Objects  د چې يدX   عناصرو د سيت د   

(elements) ديوه سيت  . په نوم ياديږیX   وشميردعناصر د  cardinality  په
     .يسره ښودل کيږ  ∅خالی سيت په  . سره ښيو ||   پهاومونږ ھغه  ييږياد نوم

   : 2 .1ريف تع 
( a )   که چيریX     اوY  دوه سيته وی  .X     ته فرعی سيت(subset)    د  

Y       ويل کيږی ( ⊆ �x	∀  : چېشرط  ېده پ  ( ∈ X	 ⟹ x ∈ Y 

	Y (X د   (proper subset) ته  X فرعی سيتيو  ⊂ Y) ېده پ ويل کيږي 
  .نوی شامل کې  X په چې يموجود و  عناصرځنی  کښی Y  په چېشرط 

∋a ∃    :يعنی  Y ; a∉ X 
  په ډول مثالد 

X = { 2,4,5}, Y = {2,4,5,a,b} ⟹   	 ⊂ � 

	  چېشرط  ېده سره مساوی دی پ Yاو   X. ھرسيت يوخالی فرعی سيت لری ⊆ ��	او   	 ⊆  :يعنی. وی  	 = �	 ⇔	 ( ⊆ �) ∧ (� ⊆ )  
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( b )     دمعين سيت) set (finite  يود دونه موجتعريف ډول ډول لپاره  
. Dedekind R (1831-1916) يت س معين(finite set )  تعريف  نګهردا

    : کړی
فرعی سيت    کی ھيڅ يو X په چېشرط  په دې يته معين ويل کيږ  Xيوسيت  

(proper subset) چې ېموجود نه و  Cardinality )د)  و شميرعناصرد X 

|*|  ; A ⊂ X ∄  يعنی.  سره مساوی وی = 	 || 
|*|   ; A ⊂ X  ∀   : ېچاويادا < 	 || 

مونږ معين سيت په  = {��, ��, … ,  و شميرعناصرد  X د  دلته. سره ښيو  {,�
≠مساوی ∞   n يعنی   . دی|| = .    

   .يپه نوم ياديږ (infinite set)سيت  غيرمعين د يوه ن معين چېسيت ھغه ھر
|:  يعنی | = ∞  

ℕ  :مثال  = {		1,2,3	,3,4,… } 
    ℕ4 = {	0, 1,2,3	,3,4, … } 

                     ℤ = {	. . . , −3,−2,−1	,0,1,2,3	, … } 
                      2ℤ = {	. . . , −6,−4,−2	,0,2,4,6	, … } 

       ℚ = {:; 		│=, > ∈ ℤ, > ≠ 0} ℕ ⊆ ℤ ⊆ ℚ ⊆ ℝ ⊆ ℂ 

 :ځکه  .  يدغيرمعين  ټول  ونهسيت پورتنی
 ( ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ ⊂ ℂ 	, 2ℤ	 ⊂ ℤ		)	  ∧ 

( 	|ℕ| = ∞	, |ℤ| = ∞	, |2ℤ| = ∞	, |ℚ| = ∞	, |ℝ| = 	∞	, |ℂ|= ∞ ) 

   ياEندی سيتونه معين دد :مثال   

                                 = A	�	B				 دیبحر 		 وي 	�C 
           � = {	D ∈ ℤ	│− 2 ≤ D ≤ 2} 

X  و اY  يعنی.  لری ه عنصر 5 يوھر	|	| = |�| = 5		   

	رمګ  ⊈ ��			او		 ⊈   
 H	� :		= {J ∈ ℤ	|−15 ≤ J ≤ 16					}	       
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H�: = AJ ∈ ℤ	B1 ≤ J ≤ 16				 ∧ 		 (KLK.)	جفت	J	C= {2,4, 6,8,10,12,14,16} 
�H	 چېليدل کيږی      ⊆ H	�	 و ا|H�| = 8  

:�H  دیخالی   ونهسيتدا Eندی   = {. ∈ ℕ	|	n < 0		}  , W4:	= {� ∈ ℤ	|	x� = 3	} 
|�H	|	 0 = و  ا = |HO| = 	 |	HP|  

 که چيری   :1.3 تعريف �, �, … ,   : يونه وسيت ,

 :(QRSTR)	اتحاد 

      � ∪ � ∪ …∪ , ≔ {�	|	∃W ∈ {1,2,3, . . , .}; � ∈ Y}			 : (SRZ[\][^ZSTR)	تقاطع 

      � ∩ � ∩ …∩ , ≔ A�	B	� ∈ Y , ∀W ∈ {1,2, … , .}C											   
�H� = H کی مثال په پورتنی  ∪H� و ا= H�   H� ∩H�  دی  

دی  فرڅخه زيات اويا مساویصد چې يسيت دھغه حقيقی عددونه و `ℝکه   :مثال
  يعنی. فرڅخه کم اويا مساوی دی صد چې يسيت دھغه حقيقی عددونه و   ℝaاو 

              ℝ` = {� ∈ ℝ	|	�		 ≥ 0				} 
                 ℝa = {� ∈ ℝ	|	�		 ≤ 0				} 

  .دیصفر   تقاطع  دھغوی واسيت و اعداد حقيقید  اتحاددھغوی 
`ℝيعنی    	∪ 	ℝa = ℝ	  {0}   وا   ℝ` 	∩ 	ℝa = 

  :مثال ≔ {x	 ∈ ℤ	│	(−8 ≤ �	 ≤ 8)} � ≔ {x	 ∈ ℤ	│	(−8 < � < 8)} 
8∈ X  	⟹  8∈ X ∪ Y 

-8∈ X  ∧  -8∉ Y   ⟹  -8∉X∩Y 

5∈ X   ∧  5∈ Y    ⟹   5∈ X∩Y 

 :مثال  
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A = {a,b,c,d} , B = {d,e,f},  C = {a,b } 
A	∪	B = {a,b,c,d,e,f} , A	∩	B = {d} 

C ⊆A , A∪	C = {a,b,c,d} = A , A	∩	C = {a,b} = C 

A∖	B = {  a∈ A │  a∉ B } = {a,b,c}  

 A ∖ C = {  a∈ A │  a∉ C } = { c, d } ,  C∖A = ∅  

 A په    C د complement ته سيت  A ∖ C  بيا د .دی  C ⊆A  چېګه څرن
     يږته ويل کي A نطر  B د  Complement relative ته سيت B	A∖  د او ېک

  :مثال
W1 : = {� ∈ ℝ	|	x < 0	 ∨ 			� > 0}   
W2: = {� ∈ ℝ	|	x < 0	 ∧ 		� > 0} 

W1  له صفرڅخه  ) ∨ ( له صفرڅخه لوی يا چېله ھغوحقيقی اعدادو  سيت 

  : يعنی . کوچنی وی تشکيل شوی ده

W1 = ℝ ∖ {0} = ℝ∗ 

W2  (  له صفرڅخه لوی اود  چېله ھغوحقيقی اعدادو   سيت	صفرڅخه  )  ∧
پس . ھغه ډول حقيقی عدد نه پيداکيږی چېڅرنګه   .کوچنی وی تشکيل شوی ده 

W2  يعنیخالی ده:   W2 = ∅  
 :ۍدا کړپي (elements)عناصر  دEندی سيتونو : .11 تمرين

( a )                                    ≔ {x	 ∈ ℤ	│	(−1 ≤ �	 ≤ 6)} 
  ( b )               � ≔ {x	 ∈ ℤ	│	(	1 ≤ �	 ≤ 7)} 
 ( c )  

A: {. ∈ ℤ	|	0 ≤ . ≤ 4		} 
               h ≔ {� ∈ ℤ	|		x = n� − 4		, . ∈ A	} 

( d )  Y  ∪ X   اوX ∩		Y   البته دلته . ۍپيداکړX   اوY تونه ديسي پورتني  
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( e )  ≔ {x	 ∈ ℤ	│	(−2 ≤ �	 ≤ 2)		∨ 		6 ≤ � < 10	} 
  p(X) په  ونهسيتټول فرعی  Xد ونږم که .ویسيت  معين وي X که  :تعريف 

)=  :يعنی. وښيو) ≔ {*	|	* ⊆ 	}                                    

 P(X)  دX د power set که. په نوم ياديږی X وی اودعناصرو سيت  يومعين
(elements) يشميري n صورت په دې. يو p(X)  و عناصرد وامعين ھم

        p(X)| = 2n|  :يعنی. دی  2n يشميري

  A1={a}  ونهسيتفرعی  هدی صورت دھغه پ . يو X = {a,b} که :مثال
A2={b},  A3={a,b}, يعنی. يد ∅ او:  

P(X) = { A1, A2, A3,  ∅ }  4 =وا   |p(X)| = 22 

  وا  ∅}= (∅)p(X) = p {صورت  په دې. يوخالی  تسي  X که چيری د
   = 1 |p(∅)| 

 :تمرين
( a) که  X = {a, b, c}  يو  .P(X) و ا|p(X)|  پيداکړی    
( b )  که   X ≔ {x ∈ ℤ		│4 ≤ x� 	≤     |p(X)| واسيت  X د . يو {	16

  پيداکړی        

سيت  پر څخه Aسيت  له يوه (function or  mapping)تابع   يوه :4.1تعريف 
B دھرعنصر  چېده  رابطه يوه دا ډول باندیk ∈ lعنصر لپاره يوازی يو * ∈ m    د  چېموجود ویa   اويا انځور صويرتد(map) يپه نوم ياديږ 

  :بايد يعنې
       ∀   a ∊ A, ∃! b ∊ B  ;  f(a) = b            

:p  : يشکل ښودل کيږ ېاوپه Eند *	 ⟶ m 

                          k ⟼ p(k) = l                 

f (a)   د mapping  ياimage  )د )انځور يا   تصويرa  نظرf    په نوم, A  د
Domain په نوم , B   دCodomain  او په نوم f(A)  دA د Range   اويا

image   ھر  .يپه نوم ياديږRange  يو فرعی سيت(subset)   د
Codomain دی.  

Ws    : په نوم ياديږی   identity function د تابع داEندی  ∶ m ⟶ 	m 

                   k ⟼ Ws(k) = k    
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:B:= {d , e , g , h  } , A:= { a , b , c } p   :مثال * ⟶ m 
                k ⟼ p(k) = K 

                   k ⟼ p(k) = u 

                   l ⟼ p(l) = s 

.  لری رونه تصوي دوه  a چېځکه لمړی دا. دیه ن درست  f د  تعريفدا ډول 
  .نه لریتصوير  څھي  c چېدام يدو

   يده ندرست  ونهتعريف اEندید f  د  :.1  1مثال 
( a)  p: ℤ ⟶ ℕ 

                                            k ⟼ 2k   

k:   ځکه   = −1	 ∈ ℤ	 ⟹ p(k) = p(−1) = 	−2	 ∉ ℕ                   

 ( b )   

                             p:ℝ ⟶ ℝ  

                                  v ⟼ √v 
    ℝ     f(-2) = √−2 ∌ ځکه د مثال په ډول     
  دیدرست  لپاره fداEندی تعريف د مګر  

                         p:ℝ ⟶ ℂ 

                             v ⟼ √v 
  B:= {0 , 1  } , A:= { a , b , c }:  مثال

( a )      p: * ⟶ m   , f(a)	=	0	,	f(b)	=	1	,	f(c)	=	1 
     Bيعنی ھغه. سره مساوی دی codomainاو  range  مثال کښی ېده پ

  دی
( b )      u: * ⟶ m   , g(a) = 1 , g(b) = 1 , g(c) = 1 

  range  او  Bمساوی  A   ,  codomainمساوی domain دی مثال کښیه پ  
     دی ته g  نظر {1}مساوی  

   domainعين  ی دواړهچيرکه  ديساوی م ھغه وخت g وا fتابع ه دو :ټون 
	aھر  دو ا)  A  په ډول مثال د ( ∊ 	A   بايد لپاره p(k) = 	u(k)  وکړۍصدق.  

p  :  1.5تعريف ∶ 	* → 		m       يوه تابع  )Mapping (ده      .  
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f  injective:    a, b	 ∊ 	A   ,  p(k) = 	p(l) 							⟹ 									k		 = 	l           

,aکه مونږ يعنی(  b	 ∊ 	A	  چېولرو  p(k) = 	p(l)  بايد  .يوa = b يش (   
		k        :اوياداچې        ≠ 	l   ⟹  p(k) ≠ 	p(l)                  a, b	 ∊ 	A ,   

 f  surjective :  ∀         b ∊ B, ∃ a ∊ A  ;  f(a) = b            

 )  يش  f(a) = b  چې يوموجود   ∍ A a لپاره بايد يو  b ∊ Bھر ديعنی  ( 
 f   bijective   :  f  injective    ∧    f surjective     

 B:= {d , e , g  } , A:= { a , b , c }   :مثال

         p: * ⟶ 	m 

             k ⟼ p(k) = K   
             l ⟼ p(l) = 	K 

             { ⟼ p({) = s		 
f يو  injective  ځکه. دیه ن   f(a) = f(b) = e مګر b  ≠ a   دی   
f  يو surjective ځکه د.دی ه ھم ن g ∊ B   پهعنصر ھيڅ يو لپاره  A نشته     کې

  :يعنی. وی g  يانځوري  چې
      ∄  x∊ A ; f(x) = g 

 B:= {d , e    } , A:= { a , b , c }   :مثال

           p: * ⟶ m 

      k ⟼ p(k) = s   

      l ⟼ p(l) = 	s 

      { ⟼ p({) = K 

f وي surjective  مګردی injective  ځکه. دیه ن f(a) = f(b) = d   
         b  ≠ aرګم

  تابع  ه يو ونږ نشوکوEی م.  B:= {d , e , g , h } , A:= { a , b , c } :مثال
   p: *	 → B	  چېپيدا کړو  surjective ځکه.  وی 

= 3 < 4 = │m│  │*│  درګم  injective  امکان شته.          

:p     .2:1 مثال ℤ ⟶ ℤ 
         a		 ⟼ 		2	a 
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  f  وي  injective ونږمکه .  دی b ∊ ℤ   a ,  چې ولرو  f(b)  f(a) =  يو.  
 کيږي  a = b  چې یش بايد ثبوت

                   f(a) =    f(b)    ⟹  2 a = 2b   ⇒   a = b        
 f يو surjective   ځکه په. دیه ن	ℤ		  چېنه پيداکيږی  عنصريوداسی ھيچ  يک 

   . وی)  يو په ډول  مثالد (  اعداد طاقته  f  نظر ييتصوير
    ∄ f(x) = 1  x ∊ ℤ ;  يعنی  

  : 3.1مثال 
( a )  ندیEتابع دا  bijective  ده   

                  p:ℝ ⟶ ℝ 
                       k ⟼ 2k 

injective   و ا دیواضح  توبsurjective   ځکه . ھم ده :  l ∈ ℝ, k:= ~� ∈ ℝ	 ⟹ p(k) = p �~�� = 2. ~� = l	                                        
  

 ( b )  ندیEتابع  دا  Injective ګرم. ده surjective   دهه ن   p:ℕ ⟶ ℕ 

                         . ⟼ f(n) = n + 1 

m,n∈ ℕ ,  f(m) = f(n)  ⇒  m +1 = n+1  ⇒  m = n   ⇒ f injective 

  = f(m)  1 چېکښی نه پيداکيږی  ℕ په m څ يوعددھي  پارهل 1دمثال په ډول د 
 دیه ن surjective پس   .شی

 ده surjectiveاو نه  injectiveاEندي تابع نه د :مثال 
  p ∶ 		ℂ	 ⟶ 	ℝ		 

                                  z	=	a+ib  ⟼ │�│ = √a� 	+ 	b�  z1=	3	+	4i			,	z2	=	-3	-4i	f(z1)	=	│z�│	=	√3� 	+ 	4�		=	√25	=	5	f(z2)	=	│z�│	=	�(−3)� 	+ 	(−4)�		=	√25	=	5	
  .نه دی injective پس. دی  z2 ≠ z1مګر 

Surjective ځکه د ھر . ھم نه دهz ∈ ℂ 0لپاره  	≥	  f(z)  کيږي.  

او نه   injectiveولی داEندی تابع نه   چې ۍمعلوم کړ :1.2  تمرين
surjective کيدای شی p: ℤ ⟶ ℤ 

                                                  � ⟼ �	�      
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:pوه تابع   که مونږ د  : 1.6تعريف  * → m    اوu: m →  . ولرو  �

   u ∘ p ∶ * →  )تابعوترکيبد ( combination    mappingد gاو   fد   �
تابع تركيب . يږودل كيښ  "∘"په صورت عموم تركيب د دوتابعوپه . يږپه نوم يادي

 .  يږهم ويل كي  composition   mappingsته

u  مثال کښی غواړو په دې:  مثال   ∘ p  پيداکړو  u:	ℤ ⟶ ℝ																					p: ℕ ⟶ ℤ                                             			       			l ⟼ l� − 1																		k ⟼ 	k + 1    
               u ∘ p	(k) = u(k + 1) = 	 (k + 1)� − 1 = k� + 2k + 1 − 1		= 	k� + 2k	 

u  : تمرين ∘ p  پيدا کړی  
( a )  u:	ℕ → ℝ																										p: ℕ → ℕ 

                           l ⟼ 2√l				                k ⟼ 	k + 1 
( b ) 

                      u:	ℕ → ℚ																													p: ℕ → ℕ                                              

                          l ⟼ 2√l					                   k ⟼ 	k + 1 

:u		تابع   که مونږ دوه 1.1 : ليما � ⟶ :p		او		�  ⟶ � : بيا. ولرو 

( a )  p	W.�K{�WLK		 ∧ 			u	W.�K{�WLK		 ⟹ 	u ∘ p		W.�K{�WLK 

( b )  p ��v�K{�WLK		 ∧ 			u	��v�K{�WLK		 ⟹ u ∘ p			��v�K{�WLK 

( c )  u ∘ p		W.�K{�WLK		 ⟹ p	W.�K{�WLK 

( d )  u ∘ p			��v�K{�WLK ⟹ u	��v�K{�WLK    

(a)    که چيری د   :ثبوتk, l ∈ uلپاره    ∘ p(k) = u ∘ p(l)   پس بايد . وی
u  کيږي   a = b چې  شیثبوت  ∘ p(k) = u ∘ p(l) ⟹ p(k) = p(l)			[	W.�K{�WLK	 وي 		u	ځکه			]                           

                       										⟹ k = l						�W.�K{�WLK	 وي 		p		ځکه	�							 
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 (b) چې یبايد ثبوت ش  :ثبوت :  
        ∀� ∈ �, ∃� ∈ ; u ∘ p(�) = �	                                                            

     p	��v�	 ⟹	∀D ∈ �		∃	� ∈ ; p(�) = D                                                                            

     u	��v�	 ⟹	∀� ∈ �			∃	D ∈ �	; u(D) = �                                                                        

  : ېک نتيجه په

    g�f(x)� = g(y) = z	 ⟹ u ∘ p	��v� 
    . کړیثبوت   ليما 1.1د   (d) و ا  ( c )    : 1.3تمرين 

  1.4: مرينت
f: ℤ	 ⟶ 	ℤ    ,    g: ℤ	 ⟶ 	ℤ          ,   h: ℤ	 ⟶ 	ℤ 
   n ⟼ 2n         n ⟼ 3n + 5         n ⟼ - 6n 

 ( a ) ندی توابعوEداکړیپيترکيب  د   
f ∘ g  ,  g ∘ f  ,  f ∘ h  , h ∘ f   , g ∘ h  , h ∘ g         

( b )  کومی دھغوترکيبو injective   اوکومی   surjective دی  

:p : 1.7تعريف  * → m يو bijective   تابعه معکوس دھغی.  دهتابع 
(inverse function)    ندی ډولE شوی دیتعريف  په :  pa�: m → * 

                                                        l ⟼ k:= pa�(l) 
lد يعنی  ∈ m تصوير نظر  pa�  عنصر  غهھمتهk ∈  f(a) = b چې دی *

p  دی   bijective  ھم �paو ا  يکيږ ∘ pa� = id:	m → m					 ∧	  pa� 	 ∘ p = id:		* → * 

    ده  Bijective تابع داEندی  :مثال   
                      p:ℝ ⟶ ℝ 
                          � ⟼ 3� + 2									                                                 

   يلرشکل  Eندی )   (	�paتابعه معکوسد ھغی  
           pa�: ℝ ⟶ ℝ 

                  D ⟼ �a��  

  :ځکه

 pa�(D) = �a�� 	⟹ p ∘ pa�(D) = p ��a�� 	� = �(�a�)� + 2 = D 



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

16 
 

  :  1.5تمرين
( a )  د چېکړی  ثبوت f   کښیمثال  په پورتنیتابع bijective  ده . 

( b )  ندی تابع معکوس پيداکړیEد  p:ℝ ⟶ 	ℝ 
         x ⟼ 2x + 1 

   : تعريف
( a )    ندی  سيتمعينE دی شوی تعريف ھم ډول په:      

p:h  :يري چکه ويل کيږی معين ته ھغه وخت سيت  M وي   → h   injective    ⇔    p:h → h   surjective 
  :ا په Eندی ډول ويا  

    ∃ n ∈ ℕ	 ∧  ∃ bijective p:h → {1,2,… , . − 1		}  
           ⟹ M  finete (معين ) 

( b ) )  countable set  سيت دشميروړ:(  

   چېپه نوم ياديږي، پدی شرط  )سيت  دشميروړ(countable Set  د   Xيو سيت 

 تابع bijective ترمينځ يوه  (subset) سيت فرعی ويد طبعی اعدادو وا X د

په نوم     uncountable که دارنګه يوه تابع موجوده نه وي، بيا. ېو هوجودم
  . ياديږي

ی ، يږداي )سيت  غيرمعين وړشمارش د (   infinite  countable د Xسيت  وي
وي  هموجود تابع bijective ترمينځ يوه  ℕ واعداد طبعی وا X د چېشرط  په دې

. ونه ديسيتغيرمعين  وړ شمارش د ℚ اعداد و ناطقا ℤاعداد  په ډول تام مثالد. 

په Eندي مثال کی غواړم  .دی uncountable وي  ℝسيت دحقيقی اعدادو مګر
  .دیسيت   )infinite  countable (  غيرمعين وړ شمارش ودي ℤ  چې ،وښيم

      

                              f : ℤ		 ⟶ ℕ 
                                                               2k                    ( k ≥ 	0	) 
                                 k  ⟼	f(k) = 

                                         2(-k) -  1      ( k < 0 ) 

f injective:  
m,n∈ 	ℤ  ,  f(m) = f(n) 

  : ونه موجود ديحالت لپاره دري Eندي  n وا mد 
  

1 .   m,n ≥ 	0   ⟹ f(m) = 2m  ∧  f(n) = 2n	⟹ m = n 
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                       ⟹   f injective 
2 .  m ≥ 	0  ∧  n < 0 ⟹ f(m) = 2m  ∧  f(n)= 2(-n)-1   

عدد  طاق وي 1- (n-)2و دی ا 0 <(n-)2  ، پسوی انتخاب ش n < 0 چې څرنګه 
 نلريامکان   f(m) = 2m = 2(-n) -1 = f(n) کی تيجه په . دی 

3 .  m,n < 0  ⟹  f(m)= 2(-m) -1  ∧  f(n)= 2(-n) -1   

         f(m)= 2(-m) -1  =   f(n)= 2(-n) -1  ⟹ m = n 

                   ⟹   f injective 

f surjective  :دx∈ 	ℕ     ندي دولپارهE تهEديموجود ونه حا:  

  دی  ت عددجف وي x:  حالت لمړی

x even , x ≥ 0  ⟹  ∃ k∈ 	ℤ ; 2k = x ⟹ k =  
�� 

                         ⟹ f(k) = f(
��) = 2.

�� = x  ⟹ f surjective 

 عدد دیطاق  وي x: حالت دويم 

x = 2.(-k) – 1 ⟹  k = − �`�� ∈ 	ℤ 

f(k) = f(− �`�� ) = 2.(- (− �`�� ) - 1  = x + 1 – 1 = x ⟹ f surjective  

  سيت غيرمعين وړ شمارشد   ℤ پس. دی ( bijective)  بايجکتيف f کی نتيجهپه 

 (infinite  countable )  دی   

:pتابع  بيا ديوی.  ویسيت  و معيني A که   :1 .1 قضيه * → ه داEندی لپار   *
 . دی   يمعادل  ديوبل سره یافاد

 ( i )  f  وي  injective  دی     
( ii )  f وي surjective  دی    
(iii)  f  وي bijective  دی    

.  لری هعنصر مختلف  n چې کوفرض  ږمونودی امعين  A چېڅرنګه  :ثبوت 
*  يعنی = {	k�, k�, … , k,	} 

(ii)	⇐ ( i)    
     :  چېدی معنی ه داپ. وی ه ن   surjective وي  f که  
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p	.��	��v�K{�WLK		 ⟹ p(*) ≠ * ⟹	∃k ∈ *	; k ∉ p(*	)                                    
       .وی│(*)│p	 m =  که. څخه کم دی  n وشمير له عناصرد    f(A)د  يعنی 
 کی وروک  m (m<n) په  n  objects که  چيری . وای پرنسيپ  Birichlet د  

 وي  f  چېمعنی  په دېدا . يو   object هدو بايد په يوه روک کی   . یتقسيم ش
injective  پس بايد .دیتضاد  یفرضيد  دا مګر.  دیه ن  f  وي surjective  

   .  وی
 (ii) ⇐ (i)   

	W.�K{�WLK	��.	p       :چېمعنی  په دېدا . ویه ن  injective وي  f که    ⟹ ∃k, l ∈ *	; k ≠ l	 ∧ 	p(k) = p(l)             

  يعنی بايد.  ولریعنصر   n-1اعظمیکوEی شی   f(A) ېحالت ک په دې
 f(A) ≠ فرض   surjective وي  fځکه . ده فرضی خNف د دامګر. وی   *

  . وی  f injective بايد  پس .  شوی وه
 :نوټ

( a )  سيتو ودومعين دA  او B  چېشرط  په دې. صدق کویقضيه  1.1لپاره ھم  

 │m│ =   .وي │*│
 ( b )   په ډول دمثال. ېکوه د غيرمعين سيت لپاره صدق ن قضيه  1.1د  

                                         f : ℕ → ℕ  
                                                                          n      (طاق  n  که ) 

n  ⟼	f(n) =    

                                                    
 ( که  n  جفت )      ��

f      يو injective  ځکه. دیه ن:  

f(3)	=	3	=	��	=	f(6)   ⟹   f	not	injective	    
f     مګرsurjective دی     :k∈ ℕ 

يو  f او يږیک  f( k) = k صورت کی ېپه د. طاق وی  kکه چيری : لمړی حالت
surjective  دی  

  :په دی صورت. جفت وي  kکه چيری  : دويم حالت

 n: = 2k ⟹  f(n) = f(2k) =  
���  = k   ⟹ f  surjective 
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( c )     که چيریB او  يو معين سيتA د ھغه   proper subset 

⊃ يعنی  (   B	  *  (ی ي په دې. ویEهوصورت مونږنشوکو bijective  تابع ددی
  .مګردغيرمعينو سيتونو ترمينځ بيا دا امکان شته .پيده کړو  رمينځ تدواړو سيتونو 

  Eندی مثالونه دا واضح کوی
 1.4:مثال 
( a ) 

                               f : ℕ4			 ⟶ ℤ 

                                                                 
 ( كه  n  جفت)            ��

                                   x  ⟼	f(x) =    

                                        	a(�`�)�  ( که  n  تاق)      

  جفت عدد فرض شوی دی 0البته دلته 
  
 f    وي injective :  

x,y ∈ ℕ4		 
≠x = 0   ∧ y  (حالت د   f(x) = f(y)د  =x ≠ 0   ∧ y  (اويا  ) 0 لپاره )   0

د ثبوت  لپاره  injectiveد  .دصفرخNف فرض کوو  y او  xپس . صدق نه کوي
 :دری حالته په نظرکښی نيسوداEندی 

x,y ∈ ℕ 

case 1:   f(x) = 
��  , f(y) = 

 � 

               f(x) = f(y)   ⟹  
��  = 

 �  ⟹  2.x = 2.y  ⟹  x = y 

case 2:   f(x) = 
a(�`�)�  ,  f(y) = 

a( `�)�  

           f(x) = f(y)  ⟹  
a(�`�)�  = 

a( `�)�   ⟹  -2.x – 2 = -2.y -2 

                           ⟹  x = y 

case 3 : f(x) = 
��  , f(y) = 

a( `�)�  

            f(x) = f(y)  ⟹  
��  = 

a( `�)�   ⟹  2.x = -2.y – 2  ⟹  x + y = 1 

x + y = 1     ځکه   ، لریه امکان نx   اوy  طبعی اعداد دی.  
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 په دې. طاق ويy جفت او xيعنې که . لریه دريم حالت امکان ن چېوليدل شول  
  f مګرپه لمړی او دويم حالت کښی . امکان نه لري   f(x) = f(y)صورت بيا 

   . ف دیاينجکتي
f   يوsurjective   ځکه. ھم دی:  

∋  yد   	ℤ  ندی حالته موجود دیE لپاره  دری: 
case 1 : y = 0             										��		=	y	=	0				∨				a(�`�)� 	=	y	=	0	 
            		⟹		x	=	0		∨		-(x	+1)	=	0	
  				    -(x	+1)	=	0			 		⟹	   x	=	-1∉ ℕ4											f(	0)	=		4�		=	0 

case 2 : y > 0    
         x:= 2y ∈ 	ℕ4  

         ⟹ f(x) = f(2y)  = 
� �  = y    [   جفت دی  2y ځکه     ] 

case 3 :  y < 0 
       x:= -2y-1∈ 	ℕ  ⟹  f(x) = f( -2y – 1 )  

                                        = 
a	(a� a	�`�)�     [ طاق   -2y-1 ځکه     ] 

                                        =  
� �   = y 

∋  yدھر  چېپه ھردری حالتوکښی وليدل شوه   	ℤ   لپاره يوx   په ℕ4	  کښی
⊃دواړه غيرمعين دی او   ℕ4او   ℤ. يش   = y f(x) چېپيداکيږی  ℤ ℕ4  ھم 

 ددواړوسيتونوترمينځ موجود دی bijectiveبياھم  . صدق کوی
( b )  ندیE دا  Exponentialfunction  بايجکتيف ده :  

exp   : ℝ ⟶		ℝ	̀ 				 
            x    ⟼  e

x
  

e  عدد اويلر د (Eulers Number) په نوم ياديږي  

 e = 2.718281828459 
injective: x,y∈ 	ℝ ,	,	,	,	exp(x)	=	exp(y)										⟹	ex

 = e
y
  ⟹  x = y  ⟹  exp injective 

surjective :  y∈ ℝ	̀ 	,	x:=	ln(y)			⟹			ex	=		eln(y)	=	y								⟹	exp(x)	=	ex	=	y		⟹		exp		surjective	
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  ℝ	̀
⊃او  يواړه غيرمعين دد  		ℝاو    ℝ		 ℝ	̀

 bijectiveبياھم  . ھم صدق کوی 

 .ددواړوسيتونوترمينځ موجود دی
   injective  ,surjectiveتوابع دEندی  يکوم چېکړی  معلوم :1.7 مرين ت 

   يد   bijectiveياوا
( a )  p ∶ 	ℝ ⟶ 	ℝ 

                                              � ⟼ �� + 1 
( b ) p ∶ 	ℝ ⟶ ℝ 

                                              � ⟼ 3� − 4 
  

  سيتونو لپاره   Y   (i=1,2,3,…,n)* د   : 1.8 تعريف
direct product of Sets    ندی ډول ه پEشوی دی تعريف: 

 
   *� × *� ×… .× *, 

                           ∶= {(k�, k�, . . . . , k,)│kY ∈ *Y	, W = 1,2,… , .} 
* ونږ م که = *� × *� × *� × … .×  ھر صورت په دې. کړووضع  ,*

k *  عنصر k  :يلرشکل Eندی  ∋ = (k�, k�, k�, … , k,) (k�, k�, k�, … , k,)    ته n-tupel توب د دومساويويل کيږی اوn – tupel    
  :وی دیتعريف ش دا ډول

     k = (k�, k�, k�, … , k,)	, l = (l�, l�, l�, … , l,) ∈ *                                                  
     k = l	 ∶⟺	kY = lY 	∀	W ∈ {1,2,… , .}                                                       

* که = *� = *� 	= ⋯ = Y* د   direct product صورت  دیه وی پ  ,*   .يليکل کيږه شکل پ   ,*سيتونو د   	
  direct product د  Cartesian product ھندسهاوپه  يپه نوم ھم ياديږ 

  رهعنص  n سيت Bد وه اعنصر  m سيت Aکه د  .يکيږتفاده سا  هزياد کښی تری
|*|   نېيع. ولری = |m|و ا  § = . .   

 دیه پ.  G = AxBيعنی  . وی Bو ا A د direct product  سيت  Gکه 
|¨|  يعنی. دی m.n شمير  عناصرود G صورت د = 	 |*�m| = 	 |*|. |m| = §. . 

   . کوی  صدق ھم    Ai  (i=1,2,…,n)  لپاره  ونوسيت ومعيندزياتو رابطه  پورته      
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  :   مثال        

A = {1,2,3} , B = {a,b,c,d} 

G = AxB = {1,2,3} x {a,b,c,d}  

    =  {  (1,a),(2,a),(3,a),{1,b),(2,b),(3,b),(1,c),(2,c),(3,c),(1,d) 

           ,(2,d),(3,d) } 

  |G| 12 = 3.4 =   چېليدل کيږی  
 x ℝ	ℝ� := ℝ  : 1.5مثال

f :   ℝ� ⟶	ℝ�													  
  (��, ��) ⟼ (2��	,	 ��) 

f injective: 

x = (x1,x2) , y = (y1,y2) 	∈ ℝ� 

  دی x = y چېبايد ثبوت شې . وي   f(x) = f(y)که چيرې 

F(x) = f(y)  ⟹  ( 2x1 , x2 ) = ( 2y1 , y2 ) 

               ⟹  2x1 = 2y1  ∧  x2 = y2  ⟹  x1 = y1  ∧  x2 = y2 
               ⟹  x = y 
               ⟹  f injective 
f surjective: 
y = (y1,y2) 	∈ ℝ�  

∋بايد يو   ℝ� x = (x1,x2)   چېموجود وي f(x) = y  شی  

f(x) = f(x1 , x2) = ( 2x1 , x2 ):= y = (y1,y2) ⟹  2x1 = y1  ∧  x2 = y2  ⟹  x1 : = 
�ª�   ∧  x2: = y2   ⟹  f(x) = f(x1 , x2) =  f(

�ª�  , y2) =  ( 2.	�ª�  , y2 ) =  ( 	D� , y2 ) = y ⟹  f surjective  
  .دی   bijectiveيو  fپه نتيجه کې 

  دی  bijective وا  E injective   ,surjectiveندی تابعکومی  :1.6  تمرين
( a ) 
                    p ∶ ℝ�ℝ		 ⟶ ℝ 
                       (��, ��) ⟼ �� + ��   
 ( b )   
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                  p ∶ ℝ�ℝ	 ⟶ 	ℝ													  
                         (��, ��) ⟼ ��� + ��� − 1       

 : تمرين  
( a ) ندی سيتونوEعناصر  د(elements) پيدا کړی  :   

         H ≔ {(�, D) ∈ ℤ�ℤ│(�	 + D = 0) ∧ (−3 ≤ �, D ≤ 3)} 
  X	≔ {(�, D) ∈ ℤ�ℤ|(�	� = D	�	) ∧ (−3 ≤ �, D ≤ 3)} 
  Y  ≔ {(�, D) ∈ ℤ�ℤ|(� = 0	 ∨ 	D = 0) ∧ (−3 ≤ �, D ≤ 3)} 

( b ) H:= {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|	�� = ��} 
u = (1,0,1) , v = (2,0,3), w = (0,1,0) 

  .کې شامل اوکوم نه دی  Wڅخه کوم يوپه   w,v,uد   چېمعلوم کړی    
( c )   

H:= { (x1,x2,x3,x4)	∈ ℝO│ x1+3x2+2x4=0 , 2x1,x2+x3=0} 

u=(1,2,0,2) , v=(3,-1,-5,0) , w=(-1,1,1,-1) 

  .کې شامل اوکوم نه دی  Hڅخه کوم يوپه   w,v,uد   ېچمعلوم کړی  
h ست پريوه    "⨁“ (Binary operation)  ابطه ر دوه ګوني وه ي : 1.9 تعريف  ≠ h:⨁      :ده شویتعريف  په Eندی ډول  ® ×h → h 

                                        (k, l) ⟼ k⨁l 
,k)ھر  ديعنی    l) ∈ h ×h  وي زیيواقط فلپاره { ∈ h  چې دیموجود   { = k⨁l  يش. 

 " 	⨁" (Binary operation)رابطه  دوه ګوني يوه کښیمثال  په Eندی :  مثال
  شوی دهتعريف ) اعداد تام (   ℤ پر

.			⨁ ∶ 	ℤ		�	ℤ		 ⟶ 			ℤ 
                             						(a, b	) 	⟼ 	a⨁	b	 = 	2a − b				              

�ℕ	ℕ:⨁  کړوتعريف  باندی )اعداد  طبيعي( 	ℕ ه Eندی ډول پرپ  ⨁  مګرکه ⟶ ℕ				
                          (a, b	) 	⟼ 	a⨁	b	 = 	2a − b     

  يوb = 6   وا a = 2  ځکه که.  دهه نرابطه  دوه ګونيدا 
2 – 6 = - 2 ∉ 	ℕ  ·a⨁ b = 2a – b = 2     
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  پر " 	⨀" (Binary operation)بطه ه رادوه ګون يوه ېکمثال  په Eندی :  مثال

 ℝ ) شوی دهتعريف )  واعدادحقيقی   

 		⨀ ∶ 	ℝ		�	ℝ		 ⟶ 			ℝ 

                             						(a, b	) 	⟼ 	a⨀	b	 = 	 �� 	(a	 + 	b)				              
�ℤ	ℤ:⨀   کړوتعريف )  واعداد تام( 	ℤ په Eندی ډول پر  ⨀   که مګر ⟶ ℤ				

                                 (a, b	) 	⟼ 	a⨀	b	 = 	 �� 	(a	 + 	b)     
  يوb = 3  و ا a = 2  ځکه که.    دهه ن رابطهه دوه ګون دا

a⨀	b	 = 	 �� 	(a	 + 	b)  = 
�� 	(2	 + 	3) = 

P�   ∉ 	ℤ 

hت يس وي : 1.10  تعريف ≠ ⨁  ”یرابط دوه ګوني له يوی   ® سره د   “ 	
⨁,h) ونږھغه  پهم وا يږیياد مپه نو (Algebraic structure)  جوړښت الجبری ⨀  (Binary operations)و رابطودوه ګون دو له Mت يسوي  .سره ښيو (	 	 ⨀,⨁,h) سره مونږ په ⨁	او	 ⨁,h) يو. ښيو (	   جوړښت الجبری  (	

  :دی شویتعريف  دوه ګونې رابطې تهنظرونه خواص Eندی لپاره )ساختمان ( 
     

( i )     اتحادی  (associativity)    k⨁(l⨁{) = (k⨁l)⨁{       ∀  k, l, { ∈ h     
  ( ii ) وي e ∈ M   ندیEعنصر عينيت د  سره واصوخد  identity)  ( په نوم
         ياديږی

                                           ∧ 			k⨁K = k   ∀k ∈ h		K⨁k = K    
( iii)    د ھر k ∈ M   لپاره يوl ∈ M   ندیEموجود وي  سره واصوخد     b⨁a = e    ∧  a⨁l = K 

       b   معکوسته   inverse)(  د a ويل کيږي  
( iv )  ديلیتب(commutative)    :  ∀k, l ∈ M  a⨁l = l⨁k 

,		ℤ) په ډول مثال د +	, . ) , ℝ		, +	,			.  جوړښت  الجبري (.  ,  + , ℂ	)و ا )  (
    لری "" . و ا  ""+   رابطی  دوه ګوني ھريوی دوه چېلری  ) ساختمان (

    : مثال        
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        a ) (   دℝ ⊂ M:={-1,1}  جوړښت  الجبریته يو   “.„ضرب   نظر  سيت
   ∌ M   1 + 1 = 2    ځکه . ته نلری “+„جمع   نظرمګر . لری ) ساختمان(

 ( b )         دℂ	 ⊂ M:={-1,1,i,-i}   لریجوړښت  بریالج وي  “.„ضرب  نظرسيت .  

 : ځکه 

(-1).(-1) = 1 ∈  M , (-1).(1) = -1∈ M, (-1).i = -i∈  M,  

(-1).(-i) = I	∈  M, 1.1 = 1∈  M,  1.i = i ∈  M, 1.(-i) = -I	∈  M, 

 i.i = -1∈  M, i.(-i) = -1.(i2) = (-1).(-1) = 1∈  M, 

 (-i).(-i) = 1.(i2) = 1.(-1) = -1∈  M 

ℕ:⨀  ده ه نتبديلی  رابطه  هنوگ هودداEندی   -:مثال  × ℕ → ℕ 

                   (k, l) ⟼ k⨀l = k~ 

3⨀2	         :ځګه = 2� = 2⨀3   مګر 8 =	3� = 	9	 

 ) algebraic structures( الجبري جوړښتونو  د  direct product   :نوټ
 :نه ولروEندي الجبري جوړښتوکه مونږ  يعنې .بيا ھم يو الجبري جوړښت دی

(A,	⨁ ) , (B,	⨀ ) 
G:= (A,	⨁ )x(B,	⨀ ) 

  :بيا. سره وښيو ∗„ “ګوني رابطه په  دوه Gکه د 
x = (x1,x2) , y = (y1,y2)	∈ G = (A,	⨁ )x(B,	⨀ ) 
x∗y = (x1⨁ y1 , x2⨀ y2 ) 

  :باندي Eندي دوه ګوني رابطه تعريف شويده ℝپر  :مثال 

      		⨀ ∶ 	ℝ		�	ℝ		 ⟶ 			ℝ 

                			(a, b	) 	⟼ 	a⨀	b	 = 	 �� 	(a + b)				  
 (ℝ,+ )   او (ℝ,	⨀ ) الجبري جوړښتونه )algebraic structures  (دي.  

G:= (ℝ,+ ) x (ℝ,	⨀ )  
x = ( 2, 4) , y = (1,6)	∈ G 

  :بيا. سره وښيو ∗„ “ګوني رابطه په  دوه Gکه د 
 

x ∗ y = ( 2, 4) ∗ (1,6)  = ( 2+1, 4 ⨀ 6 ) = (3,	�� 	(4 + 6)  
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         = (3,5) 
 
که  	(⨁,¨) (algebraic structure) جوړښت الجبری وي : 1.11 عريفت

که . ږی په نوم يادي  (group) روپګ خواصه ولری د  (iii)و ا (i),(ii)  پورتنی
  روپګ تبديلي تهبيا ھغه ګروپ . صدق وکړیھم  (iv )  ېکروپ ګ وهي چيری په

  ) (commutative group ييږک ويل.  
,(+,ℝ	)   :مثال (ℚ,+), (ℤ,+)  ييعنصر عنيت چې .دی ونهروپګ تبديلی 
  . دی a  دمعکوس    a-و  ا “0„ صفر

(ℂ,+)   و  اصفر  ييعنصر عنيت چې دیروپ ګ ويھم-z=-a-ib  دمعکوس   

z=a+ib  دی.  

 (	ℝ∗, . ), (ℚ∗, .    “1„ وي ييعنصر عنيت چې دی ونهروپګ تبديلی 	(

   وا
�² a-1 =    دمعکوس a دی .  

  1 =  ځکه 
³́

 a.  مګر. کيږی (ℤ∗, .  دیه ن گروپ (

⨁,µ)  جوړښت الجبری وي: 1.12تعريف    یحلق  د ونوسرهخواصEندی  د(⨀,	
(Ring) په نوم ياديږی: 

( 1 )   (µ,⨁) روپ ګ تبديلی وي(commutative group) دی  

 ته  "⨀“  ظرن  (associativity)اتحادی  ( 2 )   
           	(k⨀l)⨀{ = k⨀(l⨀{)          (∀k, l, { ∈ µ ) 

   ⨁وا ⨀ نظر (distributivity)توزيعی ( 3 )     
 ∀k, l, { ∈ µ    
                                     k⨀(l⨁{) = (k⨀l)⨁(k⨀{)      ∧ (l⨁{)⨀k = (l⨀k)⨁({⨀k) 

  
 بيا ھغه. ته ولری  "⨀“نظر  (identity)عنصر نيتعي (ring)  ګرينوي که چيری

·¶∃  :که يعنی. په نوم ياديږی (ring  with identity)   سره عينيت درينگ  ∈ µ; 	k⨀¶· = k        ( ∀k ∈ µ  ) 

ته  "⨀“ نظر  R  که. په نوم ياديږی (unity)واحد  د ته   ⨀عنصرنظر عينيت
k⨀l  که يعنی. واي (Commutative)گ رينتبديلی  بيا ھغه ته. ویتبديلی  = l⨀k      (	∀k, l ∈ 	µ ) 
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,+,ℝ) :مثال . ), (ℚ,+, . ), (ℤ,+, .   عنصر واحد چې دی ګونهرين تبديلی (

(unity)  دی    “1يويي   	حلقه تبديلی وهي:   1.13تعريف  (commutative Ring )  (¸,+,.)  ندی کهE
  :ياديږیپه نوم  ) ساحه Field  (    د ولریخواص 

 ( i )  عنصر واحديوunity )    (   يموجود و 
  ( ii)  ھرk ∈ ¸ ∖  :يعنی .  يو  )    (  Invertibleمعکوس پذير  {0}

 ∀		k ∈ ¸ ∖ {0}, ∃	l ∈ ¸; 	k. l = ¶·             

,	+,	ℂ)و ا  ( ., + , ℝ),   ( . ,+,ℚ) :مثال   . ,+,ℤ) مګر.  دی )  fields (  یساح ( . 2 د ډول په مثال ځکه د.  يای نشکيدساحه  ( ∈ ℤ نظر ضرب   پارهل "." 

  .نشتهمعکوس کښی  ℤته  په 

≠ : 1.14تعريف  ®  A  رابطهنږ وم .دی سيت  )  relation  (  واصرعن د 
ه موجود „ 	"~ رابطه ترمينځ يوه  bو ا a که چيری د  .ښيو سره "~„ په   ترمينځ

 . ليکو  a~ b  بيا . وی

≠سيت ويپر  „ 	"~  (relation)رابطه  هوي 1.15:تعريف  ®  A ندي  باندیEد
,	k	  .په نوم ياديږی  ) رابطهه معادل(    relation equivalence    خواصو سره د l, {	 ∈ *  

( i )  a~a       (reflexive ) 

( ii )  a~b    ⇒    b~a                   ( symmetric ) 

( iii )  a~b   ∧  b~c    ⇒  a~c       ( transitive ) 

ته متناظر او   symmetric ، ته انعکاس  reflexiveځينو کتابوکې  په 
transitive يد ته انتقالي ويل شوي. 

≠  سيت پريوه  ”=“ رابطه مساواتد : مثال ®  A  رابطهه معادل باندی يوه  

    (eq-relation) ده  .  

 reflexive:  a = a   ⇒  a  ~ a    ( ∀		k ∈ *  )   

 symmetric: a~b  ⇒  a = b  ⇒ b = a 

                            ⇒ b~a    (∀		(k, l) ∈ *�* ) 

 transitive: a~b  ∧  b~c  ⇒ a = b  ∧ b = c ⇒ a = c  
                              ⇒  a~c        ∀	(	k, l), (l, {) ∈ *�*     

  	    :نيسو ېرابطه په نظرکندی Eندی دابا ℤپر  :مثال   
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a  ~ b  : ⇔ a  ≤ b         ( (k, l) ∈ ℤ�ℤ ) 

  :ځکه .دهه ن symmetric مګر. ده transitiveو ا reflexive  رابطه پورتنی 
       

2 ≤ 3  ⇒ 2  ~ 3   

3 ≰ 2   ⇒ 3 ≁ 2 

  . دهه ن)    eq-relation (يوه معادله رابطه رابطه  پورتنی پس

.   هد ) eq-relation (  يوه معادله رابطه رابطه ندی داEندیبا ℤ پر:  1.6مثال (k, l) ∈ ℤ�ℤ  

  a  ~ b  : ⇔ 2 |  a – b         (   2  دی قابل تقسيم  ( a – b پر 

 

:reflexive   

    a – a = 0     ⇒    2 | 0    ⇒  a  ~ a      

: symmetric (k, l) ∈ ℤ�ℤ ,  a  ~ b  ⇒ 2|a – b   ⇒  ∃ q∈ 	¼ ; a – b = 2q 

           ⇒ b – a = 2.(-q) 

           ⇒ 2|b – a  ⇒ b  ~ a  ⇒ “~"  symmetric 

: transitive   (k, l), (l, {) ∈ ℤ�ℤ , a  ~ b  ∧  b  ~ c  ⇒ 2|a – b   ∧  2|b – c 

          ⇒  ∃ m∈ ¼		 ; a – b = 2m  ∧ ∃ n∈ 	¼ ; b – c = 2n   

          ⇒ b = a – 2m ∧  c = b – 2n  

          ⇒   c = a – 2m – 2n = a – 2(m+n) 

          ⇒ c – a = - 2(m+n)  ⇒ a – c = 2(m+n) ⇒ 2|a – c 

          ⇒ “~" transitive 

  .ه د)    eq-relation( ه معادله رابطه وي   "~“   چېثبوت شو 

شوی تعريف  دی ډولپه Eن  (relation) رابطه   "~“دا ) تام اعداد (   ℤپر : مثال
,a,b:    ده  c ∈ ℤ  

 a~b:	⇔ a.b ≠ 0 

 a~ b ⇒ a.b ≠ 0 ⇒  b.a ≠ 0  ⇒ b~a ⇒  "~"  symmetric 
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 a 	~ b  ∧  b	~ c  ⇒  a.b ≠ 0  ∧  b.c ≠ 0  

                          ⇒ a ≠ 0 , b ≠ 0 , c ≠ 0 

                          ⇒  a.c ≠ 0  ⇒ a	~ c ⇒ "~" transitive 

 . شي   0.0  0 ≠بايد   ، وی   0 ~	0 که  ځکه . هده ن  reflexive مګر 

  .هده ن)     eq-relation   (ه معادله رابطه وي   "~"پس 

  :تمرين

( a )   X پر  . دی د  يوه ښونځی شاګردان  X   ندی رابطه بانديE(relation) 
∋	a,b  .  دهتعريف شوی  X  

  a~b:	⇔   ی دیيوه ټولګی کښ سره په   b  a  د 

ده)    eq-relation "~"  (ه معادله رابطه وي        چې بوت کړیث      

( b )   X  پر  .  دی ينس دپوھنځي محصليند ساX   ندی رابطهE باندي
(relation) تعريف شوی ده  .  a,b	∈ X  

  a~b:	⇔   ھم قد دی سره   b د    a 

 ده)   eq-relation(   ه معادله رابطه وي  "~"  چې بوت کړیث 

,ℕ n: 1.15عريف ت  k ∈ 

 n! = 1.2.3…..n 

                
�!¾!.(�a¾)!      0≤k≤n (¾�) =     

                 0              k > n 

n! د factorial  د (�¾)و ا  binomial coefficient  دلتهالبته . په نوم ياديږي 

 1 = (��) = (�4)  يدیEندی ډول تعريف شو په(�¾)  ا اويا مساوی صفروي، بي nمساوی  kکه 
  :مثال

5! = 1.2.3.4.5 = 120 (�P) = 	 P!�!(Pa�)! = 	��4¿.� 		= 	��4��   = 10 

	Kronecker symbol ÀSÁ: 1.16تعريف    
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 ÂYÃ	 که . سمبول دی يو رياضيi  اوj   ايندکس(index) وي  قيمت  سره مساوي
  :يعني. يي يو دی، اوکه مساوي نه وي بياي قيمت صفر دی

  

	ÂYÃ (كه i = j  وي)     1                 =     

 ( كه  i≠j  وي )      0               
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   فصل دويم    

سيستم ومعاد+ت خطید   

(   System of linear Equation ) 
  

څه  .کښی مطالعه کوو)  ℝ (م په حقيقی اعدادو سيست معادEتدلته مونږ د خطی 
 ونهحالت ه Eندیدو .کوو برخه خبری يستم دحل پهسومعادEتمونږ د خطی  چېخت و

  . يکيږمطرح 

 . لریحل وسيستم معادEتخطی   ( 1 )

 :دیممکن  ونه حالت ه Eندیصورت دو په دې

( a )      تخطیEلری ونهحل وسيستم زياتمعاد . 

( b )       تخطیEلریحل  وي وسيستم فقطمعاد. 

     لرین لح څھيوسيستم معادEتخطی    ( 2 )

 دڅومثالو په امکانات وسيستم دحل معادEتکښی غواړم د يوی خطی مرحله  په لمړی
  .کړمذريعه تشريح 

  3x = 6    :مثال

  x 2 =  حل يو ھغه دوا يلرحل  معادلهدا  .يلرمجھول  وو يامعادله  يوهسيستم  دا
ھم يوحل ددی   ̅�که چيری   .ې فقط يوحل لر چېاوس غواړومعلوم کړو . دی  

  يمعادلی و

      3� = 6		 ∧ 		3�̅ = 6	 ⟹ 3x − 3�̅ = 6 − 6 = 0 

                 ⟹ 3(x − �̅) = 	0	 ⟹ 	x − �̅ = 0			 ⟹ 			x = �̅	  
  .لریحل  ومعادله فقط يدا  چېوليدل شوه 

  د عمليات داEندی  وسيستم کښیمعادEتوه خطی ي په  :2.1تعريف 

 Elementary  Operation   )  په نوم ياديږی )  وعمليات مقدماتی  

 سره صفرد عدد خNف  وهي له یمعادل  ویيد ولضرب   ( 1 )
  سره  یمعادل دبلی سره اوبياصفرد عدد خNف  وهي له یمعادل ول ديویضرب  ( 2 )
 .ولجمع ک        
  وځايونهمعادلديلول ددو تب   ( 3 )
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    کښی تغيرنه راځیحل  وسيستم پهمعادEتخطی  پواسطه دتطبيق  دوعمليات مقدماتید 

 : 2.1مثال 

       � + D = 5			 − 2.				 
       2� − D = 1		 

  

      x + y =  5 

      2x – 2x – 2y – y = -10 + 1  

       

     � + D = 5	  

       −3D = −9 

      −3D = −9			 ⟹ 		3D + 9			 ⟹ 		D = Å� = 3     

      � + 5 = D	 ⟹ 		� + 3 = 5		 ⟹ 		� = 5 − 3 = 2 

,�) لو حلمعاد ددی   D) =   .دی (2,3)

 : تشريحسمبول  دپورتنی مثال د :ونهياد

-2.     

  

. شوی ده جمع  ی سرهمعادل ېددوما يو با  ېسره ضرب شو 2- د معادله  لمړی 
  . نه کویتغير ه معادلخپله لمړی 

  .لری همجھول دریو  یعادلم هسيستم دودا :  2.2مثال 

x – y + z = 1    .1      ⟹  x – y + z = 1 

-x + y – z = 0                    x –x –y +y +z –z = 0 + 1 

 ⟹    0 = 1 

 .لریه حل نوسيستم معادEتخطی  داپس . ریامکان ن 0 = 1   چېڅرنګه 

 .لری همجھول دریو  یمعادل هدوھم سيستم  دا :2.3  مثال

x – y + z = 1    1.           x – y + z = 1    

-x + y – z = -1                           0 = 0 

  سره ضرب شی دومه   1-دمعادله  لمړی که چېوليدل شو  کښیمثال  په دې
مساوی   xاوکه  کښی ونيسونظرپه معدله لمړی فقط  ونږم که .Eس ته راځیمعادله 
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Eندی  په  zبيا کوEی شو  .کړووضع   Çعدد  وي پهوی مسا  y وا   Æعدد  وي په
  :کړوپيداډول  

+ 	Ç  � = Æ		, D = Ç	 ⟹ � = 1 − � + D = 1 − Æ 

,	Çھر  د Æ دحل  وي يوازی فقط لپاره z    کښی دا نتيجه په. دی موجودلپاره 
   لری ونهحل ډيرزيات معادEت

سره  SLE   ) ( solution of linear equations   په سيتمونږد حلونو 
,�)ÈÉÊ  :   يعنی. وښيو D, �) ≔ {(�, D, �) ∈ ℝ	│� = Æ	, D = Ç	, � = 1 − Æ + Ç	} 

                    =  {(Æ	, Ç	,1 − Æ	 + Ç	)}   
Æ په ډول که  مثال د = 0		, Ç =   :کړوانتخاب  	1

     	� = 1 − Æ + Ç = 1 − 0 + 1 = 2	 

,�)  يي حل او D, �) =    دی (0,1,2)

Æ اوکه = 1		, Ç = ,�) يي حل. نتخاب شیا 3 D, �) =   کيږی (1,3,3)

  .په نوم ياديږی)  parameterize Solution(حل  پارامترید  حل ډول دا

    SLE(x,y,z)ست  حلد .  لریحل  پارامتری یمعادلدا Eندی   : 1.2تمرين 

  کړیپيدا      

 ( a )  

    x + y + z = 3 

   2� + 2D + 2� = 6 

( b )  

   2x	+	2y	–	z	=	6	
  : 2.4مثال  

  .پيدا کړی هعدد هدو ھغه .وی 20مساوی  دھغو و فرقا  62ودوعدد ه دعوجمم که

  :په Eندی ډول دی  سيستم و معادلد . وی yاو   x  اعدادکه دا  :حل

  

X + y = 62     1.               X + y = 62     

X – y = 20                      x + x + y – y = 62 + 20 
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⟹	 2x = 82  ⟹ x =  41 , y = 62 – 41 = 21  

  دی } (41,21)= (x,y) {سيت   حلد و ا دی  21او  41 دونهعدھغه نتيجه  په  

 مرع که دپNرد. ده کاله 70مجموعه   او لور د عمرو ځوی ,د پNر  : 2.5مثال 
 که دپNرد .باقی پاتی کيږی 5 ، بيا شیعمرکم  ه د ځویچند هود د لور او  څخه
 رد ھ. اتی کيږی پصفرباقی  ، بيا کم شیعمر ی اودری چنده د لورځو د څخهعمر

       . يوه عمرپيداکړی

د  صورتدی ه پ .وی  z  عمر د لور وا   y عمرد ځوی  ،   x عمرکه د پNر :حل
     يلرشکل Eندی سيستم  ومعادEت

      � + D + � = 70	  -1.     -1.      

      x − 2y − z = 5 

      x − y − 3z = 0 

   

     � + D + � = 70  							−3D − 2� = −65			-2.				 						−2D − 4� = −70	 

     

     � + D		 + � = 70  

       −3D − 2� = −65			
        4D		 + 0 = −2	. (−65) − 70 = 130 − 70 = 60        

     y = ¿4O = 15 -2z	=	-	65	+	3y	=	-65	+	45			⟹		z	= 
�4� 			=	10 x	=	70	–	y	–	z	=	70	–	15	–	10	=	45	

 کلنه ده  10لور وا کلن 15  ځوی ,کلن  45پNر  چېپيدا مو کړل      

,�)ÈÉÊ	   حلو معادEت د D, �) = {(45,15,10)}  

 محمودد  ورسته کاله لس. ده کاله  50مجموعه  ونوعمرد  و محمودااحمد د : تمرين

  د ھريوه عمر څوکاله ده. کيږی     �Oعمر د احمد د عمر

حل،  وي کوEی شی سيستم  معادEتی خطی يو چېکښی مو وليد مثال ی په پورتن
  . يلر ونهزياد حل ډيرو يا احل  څھي
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 پهمعادله  خطیوه ي .کوومطالعه   حالت عمومی سيستم خطی معادEتیاوس د 
 : يلرشکل Eندی صورت عموم 

        k1�1 + k2�2 + k3�3 +⋯+ k,�, = l 

,k1 لتهد k1, k1, … , k,, l �1و ااعداد  حقيقی, �2, … ,  په پورتنی. دیمجھول  ,�
  . کړوتفکيک  ونه له يوبل څخهحالتمختلف  بايد کښی معادله

  ( a )که چيری k1, k1, k1, … , k, او ه وينصفرضرايب  ټول am 

  	(1 ≤ § ≤  پورتنی صورتپه دی .  يو ضريب صفر دخNف  لمړی (.
  : اخلی شکل Eندی معادله 

 �. �1 + �. �2 + �. �3 +⋯+ �. �Ìa1 + kÌ. �Ì 

                                                  +⋯+ k,. �, = l	
 �1, �1, … , �Ìa1 د free Variable  ی شو ھيعنی . يږی يادپه نومEريوه ته کو

,�Ì وا .ورکړو ونهقيمت اختياری �Ì`1, … , په نوم  Not free Variable د 	,�
  . دی تابع دنوروودی اه نمستقل  دویيعنی  .يږیياد

,k1  چېڅرنګه  k1, k1, … , kÌa1 ی.  شوی وهصفر فرض  ټولEشو پس کو 
  .  وکړوصرف نظر له ھغوی څخه  چې

      kÌ�Ì + kÌ`1�Ì`� +⋯+ k,�, = l 

kÌ چېڅرنګه   ≠   .کړوتقسيم  kÌ پرمعادله دی پس کوی شو 0	

     �Ì + 1²Í (kÌ`1�Ì`1+	. . …+ k,�,} = ~²Í 

      ⟹		�Ì = �²Í (l − kÌ`��Ì`�−. . …− k,�,) 
,,� ونو قيمت انتخابید  تابع �Î د قيمت چې ليدل کيږی … , �Ì`�, �Ì`� په . دی

  . پيداکړو دی صفر د خNف يي ضريب  چېمجھول ھغه نور ھمدی ډول کوEی شو

 ( b )   ضرايبټول k�, … , k,  مګر.دیصفر l ≠  ھغه په دی صورت. دی  0
 :ينيس Eندی شکل معادله 

      0��, 0��, … , �. �, = l			 ⟹ 0 = l 

l څرنګه  ≠   . يلره نحل  ھيڅمعادله  پس . ممکن نه دیحالت  مګردا. ده 0

   ( c ) ضرايب تول k�, … , k, و ا دی صفرb ښی ک حالت په دی  .دیصفر ھم
,��	  معادله دھر … ,  .لریحل  قيمت لپاره  		,�

  مثال  

     2�� + �P + 4�¿ = 16     
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�k ځکه  .کویصدق   حالت (a)د  کښی معادله په پورتنی = 2 ≠   .دی 0

     �� 	+ �� (�P + 4�¿) = �¿� = 8 

     �� = 8 − �� �P − O� �¿ = 8 − �� �P − 2�¿ 

�P	که مونږاوس    = Æ وا �¿ = Ç (Æ, Ç	Ï	ℝ)  بيا. کړووضع   

 2	Ç   -   
Ð� = 8 – 2   x که په ډول مثالد . يکيږ  Æ = Çوا  4	 =       . وې  	6

 �� = 8 − O�− 26 = 8 − 2 − 12 = −6    

  :  يشکل لر Eندی سيتدپورته معادلی دحلونو 

     ÈÉÊ	(��, �P, �¿) = 		 {�8 − Ð� − 2Ç, Æ, Ç�} 

    2.2 تمرين 

  .ۍپيداکړ یمعادلدEندی  سيتدحلونو   

     3�� + 2�� + �P = 4 

��   پرھغه کهعNوه  = �P	او	2 =   .پيدا کړی x3   بيا .ې و  6

  .کړومطالعه  صورتعمومی  پهسيستم   و معادEت خطیاوس غواړود 

 

    k���� + k���� + k���� +⋯+ k�,�, = l�			 
   	k���� + k���� + k���� +⋯+ k�,�, = l� 
    .                                                                             (G) 

    .   

    kÌ��� + kÌ��� + kÌ��� +⋯+ kÌ,�, = lÌ 

 

  .لری همجھول nو ا یمعادل m سيستم  و معادEت خطیپورتنی 

lÑ که  = o W = 1,2,3,4,…  دو يا امتجانس  دسيستم ی معادEت بيادا.  يو  )  	(
 غيرمتجانسله ھغه غير. ياديږی نوم په ) Homogen   ( ھمو گين

 ( Inhomogen) ت متجانس وي .ديEوي سيستم  ھميشو خطی معاد  

 Zero-n-tupel    پورتنيو په  .یرل  ) )  0,...,0,0   ( ييحل  يعنی  (حل 
وشميره مجھول چېشويدی کوشش  لپاره حلو د معادEتد  چې لوليدل شو ېوکمثال
  وعمليات مقدماتیود حل لپاره د معادEت خطی ی ډول دعمومپه  .شی هکم
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 )   Operation elementary (  , ( 1)  ) 2 ( وا  ) کيږی استفاده څخه ) 3. 
,��د ټولو حل  سيستم ېمعادEت خطیديو  ��, … ,  چېپيدا کول دی   ,�

  دمعادلوشرايط پری تطبيق شی

دھغه  يتطبيق ش عمليات مقدماتی  سيستمی معادEت خطیکه پر يو   : 1.2قضيه  
  واو ورستهعمليات مقدماتید  ونوشمير مخکښیحلد  يعنی. تغيرنه کوی ت يس دحلونو

  .  يله ھغه سره مساوی د

  :ولرو يمعادل کښی داEندی دوه سيستمی ادEتمع خطیکه مونږ په يو  :ثبوت

 kY��� + kY��� +⋯+ kY,�, = lY         ( a ) kÒ��� + kÒ��� +⋯+ kÒ,�, = lÒ      ( b ) 

≠عدد  ديوه معادله  ( a )که د   : ثبوت    ( 1 ) 0    Æندی. يسره ضرب شEدا  

 ( c )   س ته راځیمعادلهE:       

              ÆkY��� + ÆkY��� +⋯+ ÆkY,�, = ÆlY         ( c) 

 

معادله Eندی  ( d )شي د جمع سره   ( b ) د معادله  (c ) که د  :  ثبوت )  ( 2  
���kÒ  : يEس ته راځ + kÒ��� +⋯+ kÒ,�, + 	ÆkY��� + ÆkY��� 

                                                    +⋯+ ÆkY,�, 

    = (kÒ� + ÆkY�)�� + (kÒ� + ÆkY�)�� 
                      +⋯+ (kÒ, + ÆkY,)�,  	= lÒ + ÆlY    ( d ) 

 

 یمعادلد  ځکه په دواړه خوا. دی مساوی سره ومعادل  (d ) وا ( b ) دسيت دحل 
  .دیواضح   ثبوت   ) 3 (. شوی دی مقدار عNوه  مساویوي

 يو داکثراً .  يه ولرمجھول  nو ا یمعادل m چې دحل لپاره سيستم معادEتی خطید 
method  ) چې يکيږ کوششه کښی طريقی د په. يږکياستفاده څخه  ) ېطريق 

مجھول باقی  n-1  بياکښی  سيستم معادEتی په خطی.  يکم ش مجھول وي لمړی
 دغه  . يپه ھمدی ډول ادامه ورکړل ش کهاستفاده  پهوعمليات مقدماتید  .يپاتی کيږ
 :پيداکوی شکل  ) (row-echelon  يی زينه سطری Eندی سيستم معادEتی
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  {�Óª�Óª + {�Óª`��Óª`� +⋯+ {�,�, 									= s� 
                  	{�ÓÔ�ÓÔ 	+ ⋯	+	{�,	�,	 										= s� 
                                                               . 

                                                               .                  (S) 

                         +{ÒÓÕ�ÓÕ +⋯+ {Ò,�,	 	= sÒ               

                                                           0 = sÒ`� 
                                                               . 

                             . 

                                0 = dÎ 
  

        1 ≤ v� ≤ v� ≤ ⋯ ≤ v, ≤ .						 

�`sÒ  =	  	0  چېيوحل لری  وخت ی ھغهمعادل پورتنی  = sÒ`� = ⋯ = sÌ  
  يو

   : 72. مثال 

        �� +			�� +		�� = 2						 − 2	.				 − 3. 

      2�� + 4�� + 3�� = −1 

      3�� −		�� + 4�� = 7 

     

        �� +	�� + �� = 2 
               2�� + �� 	= −5				2.			               
           −4�� 	+ �� = 1 

 

     �� + �� + �� = 2 

           2�� + �� = −5 

                  3�� = −9  

شکل  يی زينه سيستم  ومعادEتد  چېمووکوEی شوتطبيق  و پرعمليات مقدماتید 
,	��   . پيداکړی ��	, ��3 : يډول پيدا کيږ يپه Eند  �� = −9			 ⟹		�� = −3	     2�� = −5 − �� = −5 + 3 = −2 ⟹ �� = −1  
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  �� = 2 − �� − �� = 2 + 1 + 3 = 6 

 SLE(x,y,z) = {(6,-1,-3)}:   په نتيجه کښی

 : سيستم لرو معادEتی يمونږداEند  : 2.8  مثال

   2�� −			�� + 		�� −		�O +		�P = 0     1.    2.    -1.             −2�� +			�� − 2�� −		�O + 2�P = −1 

  4�� − 2�� +		�� −		�O −			�P = 2   

  2�� −		�� −		�� − 2�O +			�P = k 

   

 2�� − �� − �� −	�O +			�P 		= 0 

               −�� − 2�O + 		3�P = −1		  -1.    -2. 

               −�� +	�O 				− 3�P = 2 																		−2�� − �O 															= k 

  

     2�� − �� + �� −		�O +			�P = 0 

                   −�� − 2�O + 3�P = −1 

                              3�O − 6�P = 3									 − 1. 

                              3�O − 	6�P = k + 2 

 

      2�� − �� + �� − �O +	�P = 0 

                     −�� − 2�O + 3�P = −1 

                                 3�O − 6�P = 3 

                                         0 = k − 1 

k ی حل نه لری که چيری معادلخطی  ۍپورتن  ≠      .وی 1

k که =   (S)د و ا. ينيس  شکل o = oمعادله  ياخيرصورت  په دېوی  1
 ډول يدحل دپيداکولولپاره په Eند. یيلرحل  يمعادل دا پس له مخېومعادEت

  :پرمخ ځو 

 .ورکړوقيمت  يو يوی تهبايد  يلر همجھول هدو معادله دريمه چېڅرنګه 

 �P = Æ 
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      3�O = 3 + 6�P = 3 + 6Æ ⟹	�O = 1 + 2Æ 

      �� = 1 − 2�O + 3�P = 1 − 2(1 + 2Æ) + 3Æ 

                        = 1 − 2 − 4Æ + 3Æ = −1 − Æ  

,�� ېکمعادله  ۍپه لمړ چېرنګه څ xO, xP ويا ا �� لپاره حلپس بايد د. ژنوپي�� 
  ورکړو   قيمت ته يو

   �� = 2Ç 

   2�� = �� − �� + �O − �P = 2Ç − (−1 − Æ) + 1 + 2Æ − Æ 

            = 2Ç + 2 + 2Æ  

      ⟹ x1 = Ç + 1 + Æ 

  :    Eندې شکل لري تيس ې د حلونوک نتيجه په

 ÈÉÊ(��, ��, ��, �O, �P) = {(Ç + 1 + Æ	,2Ç, −1 − Æ, 1 + 2Æ, Æ)} 
پس   (G)سيستم  یمعادEت خطیھر)  Gaussian Algorithm(     2.2قضيه  

  .  يراوړل کيدای ششکل په  (S)د  وعمليات يمقدماتد 

 يو اوس .دیواضح  يي ثبوت. ېوصفر  ېک (G) په kYÃ ضرايب که ټول: ثبوت

ÃاkY ھلته ټول چېنيسو  ېکنظر  پهحالت  لمړی ستن صورت ی دپه . ېوه نصفر  	

ھغه بيا په . ېوصفر  د خNف يي ضريب چې )  شروع څخه چپ د (   ) نستو (
r1 په يي يباوضر  kÖY,Óª   چېڅرنګه  .ښيو kÖY,Óª ≠  تعداد يو شودی کوEی  0

kÖ�,Óª�Óª	      :ډول تطبيق کړو په Eندی باندیسيستم  معادEتی پر (G)د  عمليات مقدماتی + kÖ�,Óª`��Óª`� +⋯+ kÖ�,,�, = lÖ� 		a²×Ô,Øª			²×ª,Øª 	 ⋅ 		.		.		.			–²×Í,Øª			²×ª,Øª ⋅	  
 kÖ�,Óª�Óª + kÖ�,Óª`��Óª`� +⋯+ kÖ�,,�, = lÖ�       

. 

. kÖÌ,Óª�Óª + kÖÌ,Óª`��Óª`� +⋯+ kÖÌ,,�, = lÖÌ kÖ�,Óª�Óª + kÖ�,Óª`��Óª`� +⋯+ kÖ�,,�, = lÖ� 

              kÖÖ�,Óª`��Óª`� +⋯+ kÖÖ�,,�, = lÖÖ� 
               .                                                                 (W) 

               . 

             kÖÖÌ,Óª`��Óª`� +⋯+ kÖÖÌ,,�, = lÖÖÌ 
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�Óª ېک لومعادورستی   m-1   په چې يليدل کيږ , … , x�, x	�    نه ليدل کيږی. 

که په ھمدی  .کړوسيستم  تطبيق  يمعادEت (W)پر  عين طريقه  چېشواوس کوEی 
  .نيسیشکل  (S)د سيستم  يمعادEت (G) د باEخره .ورکړل شی ادامه ډول

 :   2.9  مثال

     0	 + 2�� + 3�� = 13			 
    �� + 3�� − 2�� = 1			 
  2�� −		�� +			�� = 3											 
  			�� + 3�� − 	2�� = 1    

	a²×Ô,Øª			²×ª,Øª =		a�				�	  ⋅ 2�� −		�� +				�� = 3  

    						2�� + 	3�� 	= 13 

kÖY,Óª	    : ځکه   = 1 ≠ 0  

    �� + 3�� − 2�� = 1 

     0 − 7�� + 5�� = 1     
�				Ú	  ⋅ 

           2�� + 3�� = 13 

  

     �� + 3�� − 2�� = 1																		 
     0 − 7�� + 5�� = 1			 
     0 + 0 + ��Ú �� = Å�Ú 			⟹ 31�� = 93   	⟹			 �� = 3 

     −7�� = 1 − 5�� = 1 − 5.3 = 		−14	 ⟹ �� = 2	 
      �� = 1 − 3�� + 2�� = 1 − 6 + 6 = 1 

      ⟹   ÈÉÊ(��, ��, ��	) = {(1,2,3)}  
و ااحمد د  .کاله ده 95  مجموعه عمر دو کريم ااحمد، محمود د  : 2.3 تمرين
 دو کريم ااحمد  دمګر .ده لږ کاله 5څخه  عمر د کريم د عمرمجموعه  د محمود

    کړی پيداعمر د ھريوه  .ده ډيره څخه عمر  محمودد  کاله 25مجموعه  عمر

    حل کړی سيستم يتمعادEEندی  دا      :تمرين 

   2�� + �� − �� = 1 
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   �� − �� + ��				 = 2    

   3�� + 2�� − �� = 10 
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  فصل دريم 

  تنوديترميناا متريکس 
 (Matrix and Determinant )  

 

  : کښی نيسوظرنپه  تابع ييوه Eندو ا   (Field)  ساحهونږ يوه م : 3.1تعريف 

    p: {1,2,3, … ,§} × {1,2,3, … , .} ⟶ ¸ 

                                              (W, �) ⟶ kYÃ 

,p(W وي يوازی لپاره (i,j) دھر  �) = kYÃ دیموجود  ېک ¸ په.i  يد ليک 

  اندکس )ستونی(د ستنی  j وا (row index)ايندکس  )سطری (  

 (column index) د .  يپه نوم ياديږf  متريکس د  )تصوير( انځور تابعد 
(matrix)  وا يپه نوم ياديږkYÃ  او يد (elements) عناصر ماتريس د  		

¸يعنی . وساحه استعمالو حقيقی اعداد ونږدلته دم. دی m.nمساوی يي شمير = ℝ 
 : يښودل کيږ په Eندی ډولتريکس م  

     

					�kYÃ� = Ûk�� ⋯ a��⋮ ⋱ ⋮aÎ� ⋯ aÎ�Þ  

 

  ډول دا. يداعداد  حقيقی   ∧  kÑß  )   j=1,2,3,…,n (  i=1,2,3,…,m  لتهد

  . ييږياد په نوم متريکس)   ستونی( ستنی   nو ا  )سطری(ليکی  mد  متريکس
,	.�§)hنږ ھغه په مو ℝ)  ښيو.  

شميرسره مساوې  (columns)واو ستن (rows) وليک د که چيري ديومتريکس 
اومونږبيا د   ويل کيږي (square matrix)  مربعې متريکس ورتهوې،  h(§�.	, ℝ)  پرځایh(	.	, ℝ) ليکو.  

,* که :3.2  تعريف  m ∈ h(§�.	, ℝ)   يعنی. ېو  

     A = Ûk�� ⋯ a��⋮ ⋱ ⋮aÎ� ⋯ aÎ�Þ 						,				B = Ûb�� ⋯ b��⋮ ⋱ ⋮bÎ� ⋯ bÎ�Þ 

( a )   دA وا B  ندمجموعه و متريکسE ډول ده ېپه:    
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     * + m = Û a�� + b�� ⋯ a�� + b��⋮ ⋱ ⋮aÎ� + bÎ� ⋯ aÎ� + bÎ�Þ 

  : ډولمختصرپه و يا ا  

     �kYÃ� + �lYÃ� =		L(kYÃ + lYÃ) 

  :په ډول دمثال

       * = �4 3 21 4 2� 										m = �5 3 12 4 6� 

,*   چې يليدل کيږ m ∈ h(2�3	, ℝ)  يد  

       * + m = �4 3 21 4 2� + �5 3 12 4 6� = �9 6 33 8 8� 

( b )  ديوه  ضربh(§�.	, ℝ) ∈ 	A عدد  حقيقی يوه د متريکسÆ ∈ ℝ    سره  

  

    Æ. * = ÛÆk�� ⋯ Æk�,⋮ ⋱ ⋮ÆkÌ� ⋯ ÆkÌ,Þ    

( c )         ضربو متريکس  ددو  :    *Ïh(§ × .,ℝ) mÏh(. × à,ℝ),  

§)�Ïh  (وي حاصل ضرب Bوا Aد     × à,ℝ  ه متريکس  هدو  . دی متريکس
د  B د مساوی A شميرد  ) columns(ستونود  چې يش کيدی ضرب ھغه وخت

   :شوی ده تعريف په Eندی ډول عمليه د ضرب . ېسره و)   rows(ليکو 

     * = �kYÃ�			(W = 1,2,3,…§			; 			� = 1,2.3,….) 

     m = �lYÃ�			(W = 1,2,3,….			; 			� = 1,2.3,…à) 

  : په Eندی ډول Eسته راځی  (elements) عناصر Cد . ېو A.B=C که

§)�Ïh		   (چېڅرنګه  × à,ℝ يعنی .دی  m و ليکی اK  پس .لری  نیست 
  : Eندی ډول وليکو په C کوEی شو 

     � = �{YÃ�						(W = 1,2,3, …§			; 			� = 1,2.3,…à) 

 

Ûk�� ⋯ a��⋮ ⋱ ⋮aÎ� ⋯ aÎ�Þ	. Û
b�� ⋯ b�¾⋮ ⋱ ⋮b�� ⋯ b�¾Þ 
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=
á
âââ
ãäk�YlY�,

Yå� ⋯ äk�YlYÒ,
Yå�⋮ ⋱ ⋮

äkÌYlY�,
Yå� ⋯ äkÌYlYÒ,

Yå� æ
ççç
è

 

 

  :  3.1 مثال

* = Û1 22 13 1Þ 																	m = �1 2 3 00 1 2 3�        

*	 چېڅرنګه  ∈ h�3 × 2,ℝ� او m ∈ h(2 × 4,ℝ) پس بايد  .دی *. m = � ∈ h(3 × 4,ℝ) ېو. 

      {�� = ∑ k�YlY� = k��. l�� +�Yå� k��. l�� = 1.1 + 2.0 = 1 

      {�� = ∑ k�YlY� = k��. l�� +�Yå� k��. l�� = 1.2 + 2.1 = 4 

  کړو پيدا ھم عناصرنور متريکس  CکوEی شود ترتيب دی ه ھمپ

     ��� = 3 + 4 = 7						,									��O = 0 + 6 = 6		 

     ��� = 2.1 + 1.0 = 2				,				��� = 2.2 + 1.1 = 5 

     ��� = 2.3 + 2 = 8						,					��O = 2.0 + 1.3 = 3 

     ��� = 3 + 0 = 3						,									��� = 3.2 + 1.1 = 7 

     ��� = 3.3 + 1.2 = 11				, ��O = 3.0 + 1.3 = 3 

     � = Û{�� {�� {�� {�O{�� {�� {�� {�O{�� {�� {�� {�OÞ = Û1 4 7 62 5 8 33 7 11 3Þ  

  : تمرين

      * = �2 41 5� 																	B = �1 32 1� 

    . ۍکړپيدا  متريکس   Cد . ېو  C  = A.Bکه  
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  : تمرين

          * = �2 o 1 o1 4 2 1� 											m = Ûo 21 43 1Þ          

( a )  ياا A.B   لری انامک   

( b )   B.A  پيدا کړۍ 

,* ايا د  :تمرين m ∈ h(.	, ℝ)  ندي رابطي صدق کويEلپاره دا:  

( a )  (A – B)2  = (A + B).(A – B) 

( b )  (AB)2 = A2 . B2 

   :تمرين  

A∈ h(2 × 4,ℝ)  , B∈ h(. × 5,ℝ)  , C∈ h(§ × 3,ℝ) 
    m و اn دحاصل ضرب   چې ۍپيدا کړ  A.(B.C)   ریامکان ول  

   3.2:مثال

  = ���� ������ ����  , * = �1 −21 2 � , m = � 3 −2−1 −6� 
  پيدا کړو متريکس   Xغواړو د . ېو  X.A=B  که

X.A = ���� ������ ����. �1 −21 2 � = � 3 −2−1 −6� 
 

     ⟹ ê��� + ��� −2��� + 2������ + ��� −2��� + 2���ë = � 3 −2−1 −6� 
 

     ⟹ 

           x11+ x12 = 3         .2 

         -2x11+ 2x12 = -2 

 

        x11 + x12  = 3 

        0 + 4 x12 = 4 

         	⟹ x12 = 1 , x11 = 2 

حل کړو يمعادل Eندی ډول کو�ی شو ېپه همد  
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        x21+ x22 = -1 

         -2x21+ 2x22 = -6 

            ⟹ x21 = 1 , x22 = -2 

  :  يلر شکل Eندی متريکس  Xد 

X = �2 11 −2� 
 

    3.1:تمرين = ���� ������ ����  , * = �−4 −12 −3� , m = �2 −136 −11� 
  ۍ پيداکړ  متريکس  Xد  .يو  A.X = B  که

.)h  متريکسوي : 3.3تعريف  × .,ℝ)  Ê,    متريکس  واحدد  ∋

 ) Unity Matrix ( چېشرط  ېده پ. يپه نوم ياديږ  aij = 1   )که i=j وې  (  

W		وې که (  aij  0 =  وا ≠ �  ( .  

h(4په ډول  مثالد   × 4,ℝ)	  ÊO   لریشکل  ېEند  ∋

      		ÊO = ì1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 0 0 1í 

   

∋  که مونږ  : ټنو h(. × .,ℝ)  , A,B,C,A1,A2,B1,B2  C ندی .ولروEدا 
.*   :کویصدق  پری قوانين  Ê, = Ê,. * = *                   (*. m). � = *(m. �)	                      (associativity  ) (*� + *�). m = *�. m + *�. m        (  distributivity  ) 

 *. (m� + m�) = *. m� + *. m� 
   

يي څخه ثبوت  پس .دیضع ا و پوری یانداز ونه تريویواصدا خ چېڅرنګه 
   .  کوصرف نظر

.*صورت   ی عموم په  : ټنو m = m. *  :دمثال په ډول. صدق نه کوې  * = �1 22 1� , m = 	 �2 −22 −1�		 



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

48 
 

A.B = ê1.2 + 2.2 1. (−2) + 2. (−12.2 + 1.2 2. (−2) + 1. (−1)ë = �6 −46 −5� 
B.A = �2 −22 −1� . �1 22 1� = �−2 20 3� 

  دی  B.A ≠ A.B چېليدل کيږی 

.)A ∈ h  متريکس وي : 3.4 تعريف × نوم   پهNonsingular   د  (	¸,.
.)B ∈ h  متريکس وي چېشرط  په دېيږی ياد × .*  چېوی  موجود (	¸,. m = Ê, = m.*  يعنی. ی ش A  معکوس پذير    متريکس(invertible) 
  �a*   ويل کيږی اومونږھغه په  Aد  متريکس   (inverse) معکوسته  B .يو
   په نوم ياديږی  singular د ونه لریمعکوس  چې متريکس وي. ره ښيووس

  3.5: تعريف 

GL(n,ℝ):= { A∈ h(.�., ℝ)	│ A Nonsingular   }          

  دی یموجودی طريقی مختلفپيداکولولپاره  معکوسد  متريکس ديوه  :ټون

  له لياری متريکس پيداکول د واحد  متريکس  معکوس :طريقه لمړی 

* متريکسکه مونږيو  ∈ ¨É(.,ℝ) واحددپيداکولولپاره د  دمعکوسدھغه . ولرو 
  ,Êو ا A ومتريکس دواړوکښی پرطريقه  په دې .کواستفااده څخه ,Ê متريکس
  Aدوام ورکوترڅود  پوریترھغواو  يڅخه استفاده کيږ عمليات مقدماتیباندی د 
 .شیتبديل  متريکس  واحد په متريکس

     :معکوس پيدا کړو متريکس غواړودEندی :  3.3 مثال 

     * = �1 03 2� 

*	 څرنګه ∈ h(2 × 2,ℝ	), دپيداکولو لپاره د  متريکس معکوس  دپس . دی (
    کوواستفاده   څخه �Ê متريکس  دواح

     �1 03 2�			�1 00 1�						 		 
  

  A باندی کار اخلو ترڅو د  �Êو ا *پر  وڅخهعمليات مقدماتید رھغه پوری ت
  شی بدل متريکس  واحد په متريکس

 

   �1 03 2�				�1 00 1�   -3.  
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     �1 00 2�				� 1 0−3 1� 

     �1 00 1�				î 1 0− �� ��ï 

�a*  پس = î 1 0− �� ��ï  ځکه:  

     �1 03 2�	. î 1 0− �� ��ï = î 1 + 0 0 + 03 + 2(��) 0 + 2 ��ï 

                                   = �1 00 1� = Ê, 

   3.2:تمرين 

( a )       ندیEس پيداکړی معکو متريکس د:  

        A = Û1 0 22 1 00 2 3Þ   

  ( b )     ندیE معکوس نه لری متريکس ولی: 

         A = �3 62 4� 
  

       له لياری حلد   ومعاد+ت خطیپيداکول د  متريکس  معکوسد :  طريقهدويمه 

  *, m ∈ ¨É(2,ℝ)  , * = �k�� k��k�� k���    ,  m = êl�� l��l�� l��ë 
  :داEندی حالت صدق وکړی صورت بايد په دې. وی B معکوس متريکس  Aکه د 

      �k�� k��k�� k���    . êl�� l��l�� l��ë  = �1 00 1�  
                       = êl�� l��l�� l��ë.	�k�� k��k�� k��� 

,*که .د پورتنی معادEتودحل څخه Eسته راځی متريکس  Bد  m ∈ ¨É(.,ℝ)    
   صدق کویداطريقه وی بيا ھم   n > 2  او
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   3.3:مثال

     A = �1 03 2�      
  :پس بايد .وی A د معکوس متريکس  Bکه د 

     �1 03 2� . êl�� l��l�� l��ë = �1 00 1� 

      

     l�� + 0. l�� = 1 

     l�� + 0. l�� = 0 

    	3l�� + 2. l�� = 0 

     3l�� + 2. l�� = 1 

     l�� = 1 

     l�� = 0 

     3.1 + 2l�� = 0	 ⟹ l�� = − ��																			 

     3.0 + 2l�� = 1	 ⟹	l�� = �� 

		⟹ m = î 1 0− �� ��ï    

    3.3:تمرين

   * = Û0 1 −41 2 −11 1 2 Þ 

 .ۍړکواستفاده  وڅخهطريق دلته ددواړو. ۍپيدا کړ متريکس معکوس  Aد 

په ډول  متريکس ديوه ضرايب سيستمخطی معادEتی  (G)مونږاوس غواړود  
   وليکو

     * = Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮kÌ� ⋯ kÌ,Þ 
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* ∈ h(§�.,ℝ)   د   متريکس دضرايبو(G)   تیدEپه نوم ياديږی  سيستم معاد
. i=1,2,...,m)  lY او  (i=1,2,…,n) xi ی شودEپه ډول  متريکس ھم کو

 وليکوو 

      l		 = Ûl�⋮lÌÞ  ,        � = Û��⋮�,Þ 

b	∈ h(§�1,ℝ)    اوx	∈ h(.�1,ℝ) 

 :Eس ته راځی متريکس يبيا دEند .کړو ضرب سره  xو ا  A که مونږ 

     *. � = Ûk���� ⋯ k�,�,⋮ ⋱ ⋮kÌ��� ⋯ kÌ,�,Þ 

   :په Eندی ډول عNوه شی  b  سره A که د

  

= Ûk�� ⋯ k�,			l�⋮ ⋱ ⋮kÌ� ⋯ kÌ,			lÌÞ			      )   (A,b 

 

توسعه و ضرايب د يعنی ( Extended Cofficient Matrix د متريکس  (A,b)د 
  يږیياد په نوم ) متريکس شوی

   3.4:مثال

     3�� + 2�� + �� = 10 

     �� + �� − 2�� = −3 

     2�� − �� + �� = 3 

 

     * = Ûk�� k�� k��k�� k�� k��k�� k�� k��Þ = Û3 2 11 1 −22 −1 1 Þ 

 

     l = Ûl�l�l�Þ = Û10−33 Þ 
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     (*, l) = Û3 2 1 101 1 −2 −32 −1 1 3 Þ 

 
  :  3.5مثال 

     2�� + 4�O + 6�P + 5�Ú = 3 
     �� + 3�O + 2�P + �¿ = 1 
     3�¿ + �Ú = 2 
 

  * = Û0 2 0 4 6 0 50 0 1 3 2 1 00 0 0 0 0 3 1Þ		 , l = Ûl�l�l�Þ = Û312Þ 

 

	(*, l) Û	0 2 0 4 6 0 5 30 0 1 3 2 1 0 10 0 0 0 0 3 1 2Þ 

  

تطبيق پروعمليات مقدماتید سيستم معادEتی خطی حل نتيجه ديود چېستل ونږولوم
په Eندی متريکس پريو  عمليات مقدماتی سطری ھمدا ډول کوEی شو . ه کويرنتغي

  : ډول تعريف کړو

 ول د يوی ليکی ديوعدد خNف دصفرسره    ضرب ( 1 ) 
   ليکه ديوی بلی  د يوی ليکی ديوعدد خNف دصفرسره اوبيادا ولضرب ( 2 ) 
  يکی سره جمع کول   ل      

 ليکودو  د تعويضبدلول اويا( 3 )  
په  Elementary Transformation د باندی متريکسوي پرعمليات  مقدماتیدا ډول 

,*)که  .نوم ياديږی l)  ت خطیويدEسيستمی معاد extended cofficient matrix 

,ð*)	وی اود  lñ)  له )  1 ,2 ,3  ( وعملياتمقدماتی پس د  متريکس (*, l)  څخه 

�* صورتدی  ه پ . ېEسته راغلی و = l وا *ð� = lñ  لری حل مساوی.  
* متريکس وي : 3.6  تعريف ∈ h(§, ., ℝ) ند کهEسطري ولری دشکل  ي 

  . يږیياد په نوم )  Row- Echelon Matrix  ( کسيمتريې  ذينه
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      * =
á
ââ
ã∗ 	 	 	 	 		 ∗ 	 	 	 		 	 ∗ 	 	 		 	 	 ∗ 	 		 	 	 	 ∗ …æ

çç
è

 

  :لری  خواصدی Eن متريکس يې ذينه يو  

دا ھغه وي اوصفر  د خNف بايد  دی په ځای (*) وری ستچې د عناصر ھغه ( 1 ) 
              Eندی عناصردي

             k��, k��, k��, … , k,, 

  .ویبايد صفر  عناصر ترذينی Eندی  ( 2 ) 

  .ېوصفر دو يا خNف اصفر  کيدای شیعناصرذينی دپاسه  ( 3 ) 

 
  : 3.6مثال  

      �� + �� + �O = 9 
     2�� + �� 		+ �O = 9 
     6�� − �� + �O = 8 
     4�� + �� − �� + 2�O = 11 
 
 0.x1 + �� 	+ �� 		+ �O 	= k���� +	k���� + k���� + k�O�O							 2�� + 0. �� +	�� 		+ �O 		= k���� + k����+	k���� + k�O�O			 
 6�� − �� + 0. 	��		 + �O 	= k���� − k���� + k���O�				k�O�O	 
 4�� + �� − �� + 2�O 					= 	 kO��� − kO��� + kO��� + kOO�O	 
 

    (*, l) = ì0 1 1 1 92 0 1 1 96 −1 0 1 84 1 −1 2 11í	 
            	= 	ìk�� k�� k�� k�O l�k�� k�� k�� k�O l�k�� k�� k�� k�O l�kO� kO� kO� kOO lOí 



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

54 
 

 

  . بدلوود لمړی اودويمی ليکی ځايونه استفاده کوواو خهو څعمليات  مقدماتیی ړلم

   

    �*,ò 	lñ� = ì2 0 1 1 90 1 1 1 96 −1 0 1 84 1 −1 2 11í 

 

              = ìk
Ö�� kÖ�� kÖ�� kÖ�O lÖ�kÖ�� kÖ�� kÖ�� kÖ�O lÖ�kÖ�� kÖ�� kÖ�� kÖ�O lÖ�kÖO� kÖO� kÖO� kÖOO lÖOí 

 

��kÖ ≠  0 چېڅرنګه  = −  =ليکه د  لمړی پس .دی 2 ¿� = −3    − ²×óª²×ªª	  

−  =  يا لمړی ليکه داوس ب .کوجمع يکی سره ددريم ل ا يو با  وضربسره  O� = −2    	− ²×ôª²×ªª		 ليکی سره جمع کو يڅلورم د او ضربو  سره  . 

  

      ì2 0 1 1 90 1 1 1 90 −1 −3 −2 −190 1 −3 0 −7 í 

−    1 دويمه ليکه د دلته a��  بيا  .واوددريمی ليکی سره جمع کووضرب  سره		=

−دويمه ليکه د  �� =      او دڅلوريمی ليکی سره جمع کوو  وضربسره  	   1−

 

      ì	2 0 1 1 90 1 1 1 90 0 −2 −1 −100 0 −4 −1 −16í 
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−    2- اوس دريمه ليکه د  aOa� څلورمی ليکی سره جمع اوبيا دوضربسره  		=
     .کوو    

ì2 0 1 1 90 1 1 1 90 0 −2 −1 −100 0 0 1 4 í 

  

    “1„يو    چېبيا ھم نشوکوEی . وڅخه استفاده وکړوعمليات مقدماتیکه ھرڅومره د 
 متريکس اوس کوEی شو دپورتنی زينه يي. په څلورمه ليکه کي په صفر تبديل کړو

 :کړوحل په Eندی ډول  معادلي له مخی

      �O = 4 

     -2x3	–	x4	=	-10			
      ⇒ 	−2�� = −10 + �O = −10 + 4 = −6	 ⟹			 �� = 3 

        �� = 9 − �� − �O = 9 − 3 − 4 = 2  

        2�� = 9 − �� − �O = 9 − 3 − 4 = 2	 ⟹ �� = 2 2õ = 1 

  nمعادلی او   m چې خطی معادEتی سيستم يودپه عمومی ډول کوEی شو  :ټنو
  :څيړو دحل امکانات په Eندی ډول و لریومجھول 

  

 k���� + k���� + k���� +⋯+ k�,�, = l�			 	k���� + k���� + k���� +⋯+ k�,�, = l� 

. 

. 

      kÌ��� + kÌ��� + kÌ��� +⋯+ kÌ,�, = lÌ 

 

 :یشکل ولر ييي پس له مقدماتی عملياتو Eند متريکس دضرايبو که
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   دپورتنی معادEتی سيستم دحل  چېدورستی ليکی له مخی کوEی شو

   صورت  په دې. وی  ≠ bm 0او 

 0 amn ≠  صورت  په دې. وی  
  
(i=1,2,…,n) a  0اوھم bm =  صورت  په دې. وی  
  يلر
0  ≠ (i=1,2,…,n) ami موجود وی . 

  حل لریی صورت  دا معادEتی سيستم پاراميتر
  :لریشکل 

f(x) = anx
n + an-1x

n-1 + ….. + a2x
2

  دیعدد  طبعی ويلته د  n چې
    :ۍپيداکړد Eندې شرايطو سره 

f(1) = 2 , f(2) = 7 , f(3) = 14, ,  
    :لری شکل Eندی

f(x) = ax2 + bx + c 
  کوو

f(1) = a.1 + b.1 + c = a + b + c = 2
f(2) = 4a + 2b + c  = 7 
f(3) = 9a + 3b + c = 14 

      :Eندی ډول دی

    * = Û1 1 14 2 19 3 1Þ  , (A,b) = Û149
 

  : Eسته راځی متريکس Eندی

الجبر خطي   ----------------------------------------------------------------------       

  
دورستی ليکی له مخی کوEی شو متريکس د 

 :ولټوامکانات 
( i )  0 = ټولکه (i=1,2,…,n) ami  او
  سيستم حل نه لری دامعادEتی      
( ii ) 0 زيليکه کی فقط يوا په ورستی که

  لریفقط يو حل سيستم  دامعادEتی       
( iii )   0 =که ټول (i=1,2,…,n) ami

لر حل دامعادEتی سيستم  ډيرزيات        
( iv )    دوه Nْ0که په ورستی ليکه کی اق

صورت  دا معادEتی سيستم پاراميتر دیه پ       
شکل  Eندی پولينوم  ويدحقيقی اعدادو :ټنو 

2 + a1x + a0 
 f(x)  وي   n چې ، یپولينوم ديی  درجه

د Eندې شرايطو سره پولينوم  يی درجه 2وه ي   :مثال

Eندیپولينوم ځمونږ چېکوو، فرض ونږم

کوووضع  ونهقيمت يراکړل شو  fد اوس 
f(1) = a.1 + b.1 + c = a + b + c = 2 

Eندی ډول دی په متريکس وضرايب ودمعادEت پورتنيو د
  

Û 1 1 22 1 73 1 14Þ       

Eندیوروسته و عمليات مقدماتید    (A,b)پر 



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

57 
 

 

                    Û1 1 1 		20 −2 −3 −10 0 1 −1Þ 

 
c = -1  , -2b – 3c = -1  ⟹ -2b = -1 + 3c = - 4  ⟹ b = 2 
a = 2 - b - c = 2 -2 + 1 = 1 

  :لری شکل  Eندی پولونيم fد  پس
f(x) = x2 + 2x - 1 

شرط  دی هپ .وپيداکړ پولينوم له لياری کوEی شو يو متريکس  د چې لوليدل شو
  ونه راکړل شوي وي  قيمتنی يځ پولينومدنوموړی  چې
 

    ړیپيداک f(x) بيا. Eندی قيمتونه ولری پولينوم  f(x) يوه دريمه درجهکه   : تمرين
F(1) = 0 , f(-1) = -6 , f(2) = 6 , f(-2) = -18 

  
   :په نوم ياديږی  Transposed Matrix د تابع دا Eندی  :3.7 تعريف

     �:h(§ × .,ℝ) ⟶ h(.�§,ℝ) 

                         * ⟶ *ö 

A د    
t  متريکس matrix   transpose نوم ياديږی په   

  : مثال 

A = êk l {s K pë						 , 	*ö = Ûk sl K{ pÞ					 
	m = Û1 2 33 4 56 7 8Þ			 , 	mö = Û1 3 62 4 73 5 8Þ		 

,* كه m ∈ h(§, ., ℝ) ،	� ∈ h(., à, ℝ)،ϵℝ λ   پر بيا . ويt  باندی دا
    :کوي قوانين صدق  Eندی

   ( a )    (* + m)ö = *ö + mö 

   ( b )    �λ*�ö = λ*ö 

   ( c )    (*. �)ö = Cù. Aù												 

   ( d )    (Aù)ù = A    
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   : 3.8  تعريف

( a ) متريکس  وي A ∈ h(. × په نوم  ) symmetric (متناظر  د (	¸,.
ويل کيږي ،  symmetric  skewاوورته  يو A = At چېشرط  دیه ياديږی، پ
  .دی (transpose)ترانسپوز  Aد  At .ي و A = -At  که چيري

  دی  symmetric متريکس  يپه ډول دا Eند مثالد 

* = Û1 k lk 3 {l { 5Þ 

  دی  A = At    ځکه  

( b )   A ∈ h(. × ., ℂ)    .   ھرکه A ∈ a  په aú   ې او بيا ھغه تعويض ش
 په نوم ياديږي  complex conjugate د E Aس ته راځي د چېمتريکس 

 په ډول مثالد . سره ښيو ̅*اومونږ ھغه په 

  * = �1 + i 2 + i3 1 − 2i�   ⇒  *̅ = �1 − i 2 − i3 1 + 2i�   
  

   متناظر متريکس Eندی دا چېشرط  په دېپيداکړی ،  قيمت xد  :مثال

) symmetric (  وي  

 

                    * = � 4 x + 22x − 3 x + 1� 
  يعنی. وی  A = Atبايد   وی ، متناظر A متريکس  که 

               � 4 x + 22x − 3 x + 1� = � 4 2x − 3	x + 2 x + 1 � 
يي ديوبل سره عناصر ټول چې،  يدمساوی  ه ھغه وخت ديوبل سرهمتريکس دوه

  :يعنی.  يمساوی و

 x + 2 = 2x – 3     ⇒  x = 5 

  :پس

                         * = �4 77 6� 
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  دی متريکس) symmetric ( متناظر يو A چېږی ليدل کي

  داEندي متريکسونه راکړل شويدي  3.4:تمرين

* = Û0 1 21 0 12 1 3Þ  ,  m = Û 1 k l−1 0 1−2 −1 0Þ 

  .متريکس دی symmetric  skewيو   Bاو symmetricيو  Aثبوت کړۍ چې 

   : 3.1ټنو

( a )   معکوس ښی  ( right inverse)سمعکوچپ وا (left inverse) ديوه  
* د معکوس ښی    Rو ا معکوس چپ L  که ځکه، دی مساویسره  متريکس ∈ h(., ., ℝ) پس بايد. وي  

  L.A = En    ∧			 A.R = En 

                ⇒  L = L.En = L.(A.R) = (L.A).R = En.R = R  

     ( b ) که Æ ≠   :ځکه . دی�Æa	 En متريکس معکوس  En Æد  . وی   0

 (En Æ ).(	Æa� En 	)  =  En ÆÆa� En = En . En = En 

*که  : 3.9 تعريف   ∈ h(.�.,ℝ)  ندی شکل ولری متريکسE: 

  

      * = Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮k,� ⋯ k,,Þ 

 

 ( a )    د*ÖYÒ ∈ h(. − 1, . − 1,ℝ)   ندی ډول تعر  متريکسE يف په
 :شوی دی 

 *ÖYÒ له A   سته راځی ،  په دېڅخهE د  چېډول i  یکرښ)row(  دوا k 
  په ډول مثالد  .وشی نظر صرفکې  متريکسپه   Aد څخه  )colmn(یستن

 

* = Û0 1 23 2 11 1 0Þ = Ûk�� k�� k��k�� k�� k��k�� k�� k��Þ 
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       *��Ö = �3 11 0�   =  �k�� k��k�� k��� 
( b )   د*	YÒ ∈ h(.�.	, ℝ)   دا ډول تعريف شوی دی  متريکس: 

    *	YÒ له A سته راځیډول  په دې څخهE  ،1 چې = aik  د  عناصر ومتباقیاوې
i  کرښی )row(  اودk ستنی )colmn( په ډولمثال د .  ېوصفر   

 

* = Û1 2 33 2 12 1 3Þ    ,     *�� = Û1 0 30 1 02 0 3Þ 

 تابع  په  Eندی . ده ℝ	 د مساوی  چې ،   (field)ساحه  وهي  ¸  :3.10 تعريف 
(mapping)  تصوير(کی انځور( ديترمينانت د متريکسيو دDeterminant)   ( 

 .په نوم ياديږی  

det: h(.�.	, ¸) 	⟶ 		¸   

                  A    ⟼	    det* = ∑ (−1)Y`Ò,Òå� . kYÒ. det *ÖYÒ 

 . لياری دیله    (row)کرښی  iد   Determinant  ورتنی پ

  . له لياری دی   )column(ستنی  kد  Determinant داEندی 

  det: h(.�.	, ¸) ⟶ 		¸   

                      A    ⟼    det* = ∑ (−1)Y`Ò,Yå� . kYÒ . det *ÖYÒ 

وڅخه اعداد حقيقیپه دی فصل کی د ديترمينانت دپيداکولولپاره د  ونږم :نوت 
 ¸  =    ℝ	يعنی .کوواستفاده 

 ديترمينانت لته دديږی اومونږ ياد په نوم ) E   ) LaplaceپNسد  طريقهپورتنی 
 ی ھم دطريقډيري نوری  .کوو استفاده ی څخه طريقلولپاره دھمدی دپيداکو

طريقه اود  Sarrusدمثال په ډول د  .دی جودیدپيداکولولپاره موديترمينانت 
Leibniz  ديو  .طريقه	m ∈ h(2 × 2,ℝ) ندی ډول  ديترمينانت متريکسE په

  :يپيداکيږ

      m = �k l{ s� 			⟹ sK�m = ks − l{ 
   3.7 مثال

      * = Û0 1 23 2 11 1 0Þ = Ûk�� k�� k��k�� k�� k��k�� k�� k��Þ 
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    k�� = 0				, *��Ö = �2 11 0�			 , det *��Ö = 2.0 − (1.1) = −1 

 

    k�� = 1				, *��Ö = �3 11 0�			 , det *��Ö = 3.0 − (1.1) = −1 

    k�� = 2				, *��Ö = �3 21 1�			 , det *��Ö = 3.1 − (1.2) = 1 

    det* = ∑ (−1)Y`ÒkYÒ	sK�	*YÒÖ =		�Òå�   

             =			  (-1)2.	0.	(-1)	+	(-1)3	.	1	.	(-1)	+	(-1)4	.	2	.	1	=	3	
: ډول پيدا کوی شو يپه Eندويا ا   

     sK�* = û0 1 23 2 11 1 0û = �. ü2 11 0ü − 1. ü3 11 0ü + 2. ü3 21 1ü 
             = 0 + (−1). (3.0 − 1) + 2. (3.1 − 2.1) 

             = 0 + 1 + 2 = 3 

    دی له لياری پيداشوی (row) دلمړی کرښیديترمينانت پورتنی 

  .له لياری پيدا کړو ) colmn(د دريمی ستنی   det Aاوس غواړو 

      sK�* = 2. ü3 21 1ü − 1. ü0 11 1ü + 0. ü0 13 2ü 
               = 2. (3.1 − 2.1) − 1. (0.1 − 1.1) + 1   

               = 2 + 1 = 3  

 ددواړوطريقوڅخه  Laplace دپيداکولو لپاره د ديترمينانت د چې يليدل کيږ 
  .دی راغلی ه تغيير ن ېکديترمينانت مګربياھم په . ه شوواستفاده 

.)sK�:h د  :ټنو × .,ℝ) ⟶ ℝ   ندی  عمومیپه  تابعE لری خواصډول   :  

     (D1) که * = Û ⋮kY⋮ Þ لته د.  ویkY 	(W = 1,2,3, …   i  متريکس   A د (

  کرښه ده

      sK� Û ⋮kY⋮ Þ = sK� Û ⋮kÖY⋮ Þ + sK� Û ⋮kYÖÖ⋮ Þ  

kY چېشرط  په دې        = kYÖ + kYÖÖ   او. وی  
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      sK� Û ⋮kY⋮ Þ = Æ. sK� Û ⋮kÖY⋮ Þ 

Æ  چېشرط  په دې        ∈ ℝ   او kY = ÆkÖY  وی  

(D2)     sK�* = 0   

  اويا دوه مساوی ستنی) سطر(کرښی مساوی دوه   A چېشرط  په دې       

  . يولر  )ستون(      

(D3)  sK�Ê, = 1			   

          Ê,  دی متريکس  واحد وي.  

(D4)   Æ ∈ ℝ  

       	det(Æ. *) = Æ,. sK�*   

(D5)     	sK�* = 0		   

 ېمساوی صفرو)  ستون(يوه کرښه اويا يوه ستنه   Aکه چيری د       

(D6)   sK�* = −sK�m    

  دځای د بدلولوپواسطه Eس ته  (rows) کرښودود څخه A له B که چيری      

   ېراغلی و      

 (D7)   د  کهA ف دصفرعNبيا دبلی کرښیواضرب سره دد يوه کرښه ديوه خ  

 .  نکویتغيير *�sK صورت  دیه پ . شی جمع  سره      

(D8)  که د A  ندی متريکسE ولری  شکل:    

 * =
á
âââ
ã

			Æ�			.								.									.								.. Æ� . . .0 	0 Æ�. . .0 0 0 ⋱ .0 0 0 0 .0 0 0 0 Æ,æ
ççç
è

 

     

detA =  Æ� . Æ�  . … .	Æ, 

kYY	  λÑ:   دلته         . دی  		=	

    (D9) که د A  ندی متريکسE وې مربعی متريکس �*، �*او ولری شکل :      



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

63 
 

* = ê*� �0 *�ë  ⟹    detA = (detA�). (detA�) 
 (D10)    *, mÏh(. × .,ℝ)  

                     det(*. m) = sK�*. sK�m	 	GL(n, ℝ )  (D11) Aý det(A-1)	=	(detA)-1= 
�þ�ù	(�) 

(D12)  *Ïh(. × .,ℝ   

detA = det(At) 

 

,* د :نوټ mÏh(. × .,ℝ) ندی  صورتی عموم لپاره پهE نکوی صدق  افاده:   

      set(* + m) = sK�	* + sK�m 

  په ډول مثالد

  * = �2 01 2�  ,  m = �2 11 0�  , * + m = �4 12 2� 
  detA	=	4	–	0	=	4				,	detB	=	0	–	1	=	-1			,					det(A+B)	=	8	–	2	=	6		 
  det(A+B)	=	6	≠	3	=	4	–	1	=	detA	+	detB 

  :  3.8 مثال

      * = Û0 1 11 −2 −52 −3 −6Þ 

   

   sK�* = û0 1 11 −2 −52 −3 −6û = − û1 −2 −50 1 12 −3 −6û 
           = − û1 −2 −50 1 10 1 4 û = − û1 −2 −50 1 10 0 3 û 
           = −1.1.3 = له مخې   ]     3−   D8    ]             
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 خاصيت څخه استفاده (D9)دي مثال کی د ديترمنانت د پيداکولو لپاره د پ  3.9:مثال
 کوو

* = ì2 1 0 21 2 0 00 0 1 10 0 0 1í 

 

 A1:= �2 11 2�   , A2:= �1 10 1�   , C:= �0 20 0� 
detA = detA1 . detA2 = 3.1 = 3  

متريکس  چېی ګټور دھغه وخت خاصيت د ديترمنانت د پيداکولو لپاره  (D9)د 
  ډيرزيات عناصرولري

 پيداکړی ت نديترمينا متريکس  يد Eند : تمرين 

 

* = � 1							3							4				0	2 5 		7					1		−1 2 −3		0			0 0 1			4 � 

  : 3.2ټنو    

( a )       
A,B∈ GL(n, ℝ )   ⟹  A.B∈ GL(n, ℝ )            

 معکوس ھم A.Bصورت  ه دېپ. ولري متريکس معکوس  A,B کهيعنی    
  :ځکه. لري متريکس

           B-1.A-1(A.B) = B-1(A-1.A).B = B-1(En).B = En 

 1 = B-1.A-1-(A.B)يعنی . دی A.B دمعکوس   B-1.A-1  چې يليدل کيږ      

( b )  که  S ∈ GL(n, ℝ )بيا. ویS-1	∈ GL(n, ℝ )   وا  S (S-1)-1 =    

( c )       

A∈ GL(n, ℝ )    ⇒  At ∈ GL(n, ℝ ) 

 :ځکه   

A.A-1 = En  ⟹	  (A.A-1)t = (En)
t = En   

                  ⟹	 (A.A-1)t = (A-1)t . At =  En        
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      1 = (A-1)t-(At)  يعنی .دی  At دمعکوس  t(A-1)   چېوليدل شوه  

 ( d )  ھرA∈GL(n,ℝ)  فقط يوازې يو معکوس متريکس لرې .  

  :معکوس متريکسونه وي، بيا Aد  Cاو  B که چيرې :ثبوت 

A.B = En = B.A    ∧   A.C = En = C.A  

B = B.En = B.(A.C) = (B.A).C = En . C = C    

 ( e ) 

A∈GL(n,ℝ) ,0≠ { ∈ ℝ  ⟹ c.A∈GL(n,ℝ) ∧  (cA)-1= 
�� A-1   

  :مثال

A= �1 02 2�   , detA = 2 , A-1 = 
�� � 2 0−2 1� = î 1 0−1 ��ï 

c:= 3  

3.A = �3 06 6� , det (3.A) = 18    

(3.A)-1 = 
��� � 6 0−6 3� = � �� 0− �� �¿� 

��.A-1 = 
��.	î 1 0−1 ��ï = � �� 0− �� �¿� 

  :وليدل شو چې

(cA)-1= 
�� A-1 

A  :نوټ  = (aÑß) ∈ M(nxn,ℝ)    او*YÃÖ  شوی تشريحکی  عريفت 3.9 په 

  .ښيو Mijواې او ھغه په    minorعنصر aÑßد   ته  detAÑßÖ   .دی متريکس

detAÑßÖ  يعنې  =			Mij 

Cij := (-1)i+j .Mij = (-1)i+j  . detAÑßÖ  

Cij   دaij د  cofactor  په نوم ياديږي.minor      اوcofactor که   ،يد مساوي
i+j  ندي متريکس لرومو. جفت عدد ويE نږ:  
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         A = Ûk�� ⋯ a��⋮ ⋱ ⋮a�� ⋯ a��Þ 

  

پورتنيوتعريفوله مخې په Eندي  د  (cofactor matrix)  کتورمتريکسفکو   A د
  :شکل دی

C = Û��� ⋯ C��⋮ ⋱ ⋮C�� ⋯ C��Þ 

  

        detAÑßÖ  = (-1)i+j .Mij = (-1)i+j  Cij 

 Ct  ته  adjugate matrix  او ياadjoint matrix ويل کيږي.  

 تعماليږياسھم کليمه  adjunct  ځای د په  cofactorپه ځينوکتابوکې د  :نوټ

    3.10مثال

A = Û1 2 01 1 12 0 1Þ 

M11 = detA��Ö 	 =  ü1 10 1ü = 1     M21 = detA��Ö 	 =  ü2 00 1ü = 2 

M12 = detA��Ö 	 =  ü1 12 1ü = -1    M22 = detA��Ö 	 =  ü1 02 1ü = 1 

M13 = detA��Ö 	 =  ü1 12 0ü = -2     M23 = detA��Ö 	 =  ü1 22 0ü = -4 

M31 = detA��Ö 	 =  ü2 01 1ü = 2    M32 = detA��Ö 	 =  ü1 01 1ü = 1 

M33 = detA��Ö 	 =  ü1 21 1ü = -1 

 

   .متريکس پيدا کړو  cofactorاوس غواړو د  مو پيدا کړل   (minors)ماينور 

c11 = (-1)1+1 .M11= 1. 1 =  1     

c12 = (-1)1+2 .M12 = -1.(-1) = 1 

c13 = -2  , c21 = -2 , c22 = 1  ,  
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c23 = 4  , c31 = 2 , c32 = 1, c33 = -1 

 :لري ندي شکلمتريکس cofactor  E ده نتيجه کې پ

 

C = Û 1 	1 −2−2 1 42 1 −1Þ 

  :  طريقهدمعکوس دريمه 

*لته لمړی د د  ∈ ¨É(.,ℝ) څخه يو متريکس cofactorمتريکس � = �{YÃ� ∈ h(.�.,ℝ)    سته راوړوE ندی ډولE په:  

                       	{YÃ ≔ (−1)Y`ÃsK�*YÃÖ 		= (−1)Y`ÃhYÃ 
 *YÃÖ  د معکوس .شوی دی  تشريحکی تعريف  3.9 په A   لهC  ندی  څخهE په

  :ډول Eسته راځی

                        *a� = ��	ö�		 . �ö 
  دصفردی  ف معکوس ولری، دھغه ديترمينانت خN چېمونږ پوھيږوھرما تريکس 

   3.11: مثال

   A = �k l{ s�  
*�sK چېکوو فرض  ږونم  ≠  پيداکړومعکوس  Aغواړو د ودی ا 	0	

     sK�* = ks − l{ 
      ��� = (−1)�`�. sK�*��Ö = 1. s = s 

      ��� = (−1)�`�. sK�*��Ö = −1. { = −{     
      ��� = (−1)�`�. sK�*��Ö = −1. l = −l   

      ��� = (−1)�`�. sK�*��Ö = 1. k = k 

  

      C =    � s −{−l k �   ,  �ö =� s −l−{ k �   

 *a� = �k l{ s�a� = ��	ö� . �ö	   = �²�a~� � s −l−{ k �  
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                          = Û	 �²�a~� 	 a~²�a~�a�²�a~� ²²�a~�Þ 

 

 .دیمعکوس  Aد ماترکيس   �a* پورتنی چېکړی ثبوت  : تمرين

   :3.12  :مثال

    * = �1 03 2�															det * = 1.2 − 3.0 = 2  

  � = �{�� {��{�� {���    

  

  �a* چېکوEی شوصورت  په دې.  ويمعکوس 	 Aد  متريکس  �a*	که چيری 

{YÃ	    E:ندی ډول پيدا کړو په ≔ (−1)Y`ÃsK�*YÃÖ 			,				*a� = ��	ö�		 . �ö 
 

      {�� = (−1)�`�. sK�*��Ö = 1.2 = 2 

      {�� = (−1)�`�. sK�*��Ö = −1.3 = −3 

      {�� = (−1)�`�. sK�*��Ö = −1.0 = 0 

     {�� = (−1)�`�. sK�*��Ö = 1.1 = 1    

     � = �2 −30 1 �										�ö = � 2 0−3 1� 
      *a� = �þ�ù� . �ö = �� . � 2 0−3 1� = î 1 0− �� ��ï 

  لپاره امتحاند 

    	A. *a� = �1 03 2� . î 1 0− �� ��ï = î 1 + 0 0 + 03 − �.�� �.�� ï   

                 = �1 00 1�  

*ديو  : ټنو ∈ h(.�.,ℝ)   ندی   متريکسE کوی صدق  هافادلپاره :  sK�* ≠ 0		 ⟺ ∃	*a�	 ∈ h(.�.,ℝ); *	. *a�	 = Ê, 
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 سرويس کوچنيانود. ته تللی وهباغ وحش  دخپل کورنی سره قادری   3.13:مثال
. کرايه ورکړه  افغانی  34 ټولی قادری. وهافغانی  8دلويانو وافغانی ا 6  کرايه
داواردقادری .  وهافغانی  10د لويانو واافغانی  8کرايه د کوچنيانو لوره پ دکور

   کړی  معلوم د کوچنيانو اود لويانوشمير.  ورکړهکرايه  سرويس دافغانی  44 کورنی 

 =:x2  دلويانوشمير  ,  =:x1 دکوچنيانوشمير:  حل

X = ( x1  x2 )  , A = �6 88 10�  , B = ( 34  44 )  

detA = 6 . 10 – ( 8 . 8 ) = 60 – 64 = -4 ≠ 0 

 3.7 نظر  .لری  A-1  متريکس  معکوس يو Aپس . دی  detA 0 ≠  چېڅرنګه 
   سره پيداکړو ه اسانیپ Aد معکوس  چېته کوEی شو مثال

A-1 = 
�aO . �10 −8−8 6 � = �	− P� 22 − ���

  

  x1 و اx2  س ته راځیE ندی ډولE په: 

X . A = B   ⟹ X . A . A-1 = B . A-1  ⟹  X . E2 = B . A-1  

                 ⟹ X = B . A-1 

 

( x1  x2 ) = (34  44) . �	− P� 22 − ���  

             =  ( 34 . (− P�  ) + 44 . 2       34 . 2  + 44 . (− ��  )  ) 
             = ( − �Ú4�  - 

���      68 - 
����   ) = (	a�Ú4`�Ú¿�      

��¿a����   )  

            = ( 3    2 ) 

  يلويان د 2و ا کوچنيان 3 چېموکړه  اپيد

په  حملی اوزی د ھر. لری  يشميراوزی اوميږ معينيومالداروي   3.5:تمرين
 148ټولي  چې .ه شدي ورکړیليتر 8 ه شدي  اوھري ميږیيترل 5 مياشت کی

 ی ميږیھردی اوشه ليتر 8 ی اوزیھرپه مياشت کی ثور دمګر. دی شوي شه ليتر
 متريکس  د .کی شوي ثور ه شدی په ليتر 220 ټولي چې. شدی ورکړی هليتر 10

  ياوزی او څوميږی لر څومالدار چېکړی معلوم  له لياری

   لرو  تريکسم يEند  3.14:مثال
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* = Û1 1 0= 3 10 2 =Þ 

معکوس پذير   متريکس  Aلپاره د  قيمتوم ک  pد  چېغواړوپيدا کړو
(invertible)  دی  

 sK�* = û1 1 0p 3 10 2 pû = 1. 
3 12 p
− 1. 
p 10 p
 
             = (3p – 2 ) – p2    
 

A  چېلری  متريکس  معکوسھغه وخت sK�* ≠   یو  		0
(3p – 2 ) – p2  = 0  ⇒  p2 -3p + 2 = 0   
                              ⇒  ( p -1 ).( p – 2 ) = 0 

ھغه  Aپس  . وی  p = 2  ياوا  p = 1  چېھغه وخت صفرکيږی  تنديترمينا Aد 
=    چېلری  متريکس معکوس  وخت  ≠ =و ا   1 ≠     وي 2

 معکوس  Aد صورت په دی  .وی p = 0  کی مثال که په پورتنی  :تمرين
  پيداکړی متريکس

  3.6:تمرين

                    * = Û 1 0 −{−1 3 10 2{ −4Þ 

  

  لري  (inverse)معکوس   متريکس  Aد  لپارهقيمت کوم  cد 

*  3.11:  تعريف  ∈ ¨É(.,ℝ)   

 

* = Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮k,� ⋯ k,,Þ 

  

 Aij ند .شويدی تعريفکی  3.9په  چې دی سمتريک  ھغهEد  متريکس ي 
Adjunkte-matrix په نوم ياديږی  
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Aad := (kYÃ²�) =  ÛsK�*�� ⋯ sK�*,�⋮ ⋱ ⋮sK�*�, ⋯ sK�*,,Þ		 
 څخه Eس ته راځی ) (det(Aji )  i,j=1,2,...,nد   متريکس      Aadيعنی

*   3.15:مثال = �2 31 4�   
A11 = �1 00 4�   , det A11 = 4 

A12 = �0 11 0�   , det A12 = -1   

A21 = �0 31 0�   , det A12 = -3 

A22 = �2 00 1�   , det A22 = 2 

  Eندی شکل لري adjunkte-matrix ھغهد

Aad = � 4 −3−1 2 � 
 

 adjunkte-matrixدا کولولپاره د دپي متريکس معکوسد  لتهد:  طريقه  څلورمه  
* يعنی که . کيږی استفاده څخه  ∈ ¨É(.,ℝ) ندی ډول معکوس   *د . ویE په

�E:  *aسته راځی  = ��	ö�		 Aad 

*  3.15:مثال = �2 31 4�  , detA = 2.4 -1.3 = 5 

   چېمووليدل په پورتنی مثال کی  

Aad = � 4 −3−1 2 � 
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*a� = ��	ö�		 Aad = 
�P		 . � 4 −3−1 2 � = � OP		 − �P		−	 �P		 �P		 � 

  

 دقتپه طريقه دريمه اوڅلورمه  لپارهپيداکولو متريکس معکوس که مونږد: نوټ 
د  په ځينوکتابوکی. دی همشاب یطريق دواړه چېليدل کيږی . کړومطالعه  سره

  کيږیاستفاده  څخه یطريق له ھمدیپيداکولوله پاره  متريکس معکوس

    3.7:تمرين

               * = Û0 1 −41 2 −11 1 2 Þ 

استفاده څخه   يطريق  ددريمي او څلورمه  پيدا کړی اوپيداکولو لپارهمعکوس  Aد 
 .وکړی

حل  دسيستم  یمعادEت خطید  طريقي څخه دی له : طريقه  Cramer   :ټنو 
  :ی په دی شرط چ .لپاره استفاده کيږي

( i ) يی مربعی وي متريکسد ضرايبو  

( ii )   ف د صفروي متريکسد ضرايبوNديترمينات خ  

  :ولرو سيستم یمعادEت خطی ونږ Eندیم که 

  

     k���� + k���� +⋯+ k�,�, = l� 

     k���� + k���� +⋯+ k�,�, = l� 

 

  

     k,��� + k,��� +⋯+ k,,�, = l, 

  :  متريکسو ضرايبد ھغه د  

     * = Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮k,� ⋯ k,,Þ 
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     *� = l				, � = Û��⋮�,Þ 					,					l = Ûl�⋮l,Þ 

	*�sK		 ی شی چيله لياری حل کيدا Cramer ھغه وخت د معادEت دا ≠ 0	 
,�k په  )ستون(ستني   متريکس  Aونږ د م.  وي k�, k�, … , k, سره ښيو  . 

Cramer  تدEندي حل ودمعادE کوياستفاده  څخهفورمول   لپاره د :  

   

     �Y = þ�ù	(²ª		²Ô	…		²��ª			~						²�ª…		²�)þ�ù�  

 

  :   3.16مثال

      �� + �� = 1 

     �� + �� = 1 

     3�� + 2�� + �� = 0 

   * = Û1 1 00 1 13 2 1Þ 												l = Û110Þ      

 

  sK�* = 1(1.1 − 1.2) − 1(0.1 − 3.1) + 0(0.2 − 1.3) 
           = −1 + 3 = 2	 ≠ 0	 
  �� = ��	ö� ûl� k�� k��l� k�� k��l� k�� k��û = �� . û1 1 01 1 10 2 1û    
       = �� (1(1 − 2) − 1. (1 − 0) + 0) = �� (−2) = −1 

   �� = �� û1 1 00 1 13 0 1û = �� . (1. (1 − 0) − 1. (0 − 3) + 	0) 

          = �� (1 + 3	) = 2 

    �� = �� û1 1 10 1 13 2 0û = �� . (1(0 − 2) − 1. (0 − 3) + 1. (0 − 3))    
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        = �� (−2 + 3 − 3) = −1 

 ی څخهطريق له ( Cramer)  کريمر لپاره د حل تودمعادEد Eندی  : 3.8 تمرين
  . وکړیاستفاده 

   ( a )   

      2�� + 3�� = 10 

     	�� + 4�� = 6 

      �� +	�� + �� = 5 

   

( b )  	  	 	2x1	–	x2	+	x3	=	4						   	x1								+	2x3	=	9					 	  	x1	–	2x2	+	2x3	=	5					
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    فصلڅلورم 

 فضا کتوریو
(  Vector space )  

 په نوم فضا وکتورید ت يس �د . ده   (  Field  )ساحه يوه ¸  : 4.1تعريف 
 :شوی ويتعريف  عملی پري Eندی دوه چېدی شرط ه يږی پياد ته ¸نظر 

 +∶ � × � → � 
     (�, L) ⟼ � + L 
 ⋅	∶ 		¸ × � → � 
       (�, L) ⟼ �L  

,�) :  (�L)  :ولريخواص  يEند له مخی)  عمليو(و دو رابط دينظر  �و ا  عينيت . يو  ( commutative group)روپګ و تبديلیي (+
  نصرع معکوس وښيوا  “ 0 “  په مونږ ھغه چې ی دوکتورصفريي د عنصر    

(inverse element)      د L  په  −L   سره ښيو.  (L�) :  د  L�, L� ∈ � L ,  او�	, ��, �� ∈     يافاد دا Eندي بايدلپاره  			�

  :وکړيصدق        

( i )   (�� + ��)L = ��L + ��L ) 

( ii )   �(L� + L�) = �L� + �L�  
( iii )  ��(��L) = (����)L 

( iv )  1. L = L 

,�)  ی ته پهساح ¸د نظر   �  فضاوکتوری  و ي ونږم   .سره ښيو  (¸

  :ووکتعريف دا ډول ت  يس �د   لپاره مونږ یساح ¸وي ي د : 4.2 تعريف

 � ∶= 	¸ × ¸ × ¸ ×…× ¸ = ¸, 

 :شوی ده تعريف  شکل په Eندی     (  Operation)عمليه “ + “ باندی د  � پر

 �, D ∈ �		,			Æ ∈ ¸ 
 � = (��, ��, ��, … , �,)			,					D = (D�, D�, D�, … , D,) 
 � + D = (��, ��, ��, … , �,) + (D�, D�, D�, … , D,) 
         = (�� + D�, �� + D�, �� + D�, … , �, + D,) 
 Æ� = Æ(��, ��, ��, … , �,) = (Æ��, Æ��, Æ��, … , Æ�,) 

   .ده فضا وکتوری هويته   ¸   نظر  ,¸ 
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¸  که = ℝ  وي بيا ℝ,  د  .هته دواعداد حقيقی نظر  فضا وکتوری وهي  
,+ ) (ℝ,   0عنصر  عينيت = (0,0,0,… . دی وکتور معکوس �د  �− وا  (0,
  :يعنی

  −� = −(��, ��, ��, … , �,) = (−��, −��, −��, … ,−�,) 
ساحه  واعداد حقيقید  فقط تيريږو او څخه عموميتد  دی ونږ دلته پس لهم: نوټ

(Field) يعنی .په نظرکی نيسو ¸ = ℝ دی 

 : 4.1 مثال

( a ) (V,	¸) و  ا(W,	¸) د وا دی فضاوکتوری ه دوMap(V,W) په سيت  

p		p|»}  :شوی دی تعريف Eندی ډول ∶ 	� → H} Map(V,W):= 

∶+  :کړوتعريف   يعمل کوEی شو Eندی دوه =:Map(V,W)  M  پر h ×h → h 					(p, u) ⟼ p + u 

 	⋅	∶ 		¸ ×h → h     
      (Æ, p) ⟼ Æ ⋅ p 

  :دلته   

 ∀� ∈ � , Æ ∈ ¸    

 (p + u)(�) = p(�) + u(�)  
              ∧  

 (Æ, p)(�) = Æp(�)       (h,¸)  ځکه. ده  فضا وکتوریوه ي  (h,+)  عينيت چې دیروپ ګ و تبديليي 
�∀  يعنی (  د صفرتابع ده ييعنصر  ∈ �   ( f(x) = 0 او−p  دمعکوس p  ده .

 .يد قابل تطبيق ھمخصواص نور فضا وکتوریدارنګه د ھم

( b )     	V:={	f:	ℝ → ℝ«	|	f(x)=a0	+	a1x	+	a2x2	+….+	an-1xn-1,	ai∈ ℝ	}	 V		   درجه يی کوچنی اويامساوی د   چېيت دی سدھغوټولو پولينوموn-1 وي  

 ( a )په   چېنظرپورتنی عملياتو   (ℝ	V,) چېپه اسانی سره ثبوت کوEی شو   
  .هدفضا  يوکتور ه، يو يريح شوشتکې 
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,�) وهي په  : 4.1 نوټ   :کويافاده  صدق   کی Eندي فضا وکتوری   (¸

 	0�	, L ∈ �		, 0, � ∈ ¸ 
 a )  0	. L = 0�	 
 b) �	. 0� = 0� 
 c) �	. L = 0� 				⟹ 										� = 0				 ∨ 						L = 0� 
 d)      (-1).	L = -	L 

(a)  ثبوت:  

 0	. L = (0 + 0). L = 0. L + 0. L ⟹ 0. L = 0� 
 (b)  ثبوت:  

 �	. 0� = �(0� + 0�) = �. 0� + �. 0� ⟹ �. 0� = 0� 
c)   (ثبوت :  

� که          = �   که. دیواضح  وي ثبوت  0 ≠   :بيا.وی   0

 L = 1. L = (�. �a�). L = �a�(�. L) = �a�. 0�	 
                                 = 0�						 ]   له مخې  (b) ]  

(d) ثبوت:     

 L + (−1)L = 1. L + (−1). L = (1 − 1). L 
 																					= 0. L = 0� 
 																				⟹ (−1). L = −L 

  . دی Interval  وي  ⊇ ℝ I = [a,b]  :  4.1 تمرين

,¶)�  که ℝ) :		= Ap: ¶		 → ℝ	B	p	{�.�W.�K(			دی	متما	)	C ثبوت بيا .وي 

,¶)�) چېکړی  ℝ),ℝ) يد ويريف شتع کیمثال  4.1 په چېوعمليات ھغهنظر ، 
 دهفضا  وکتوریوه ي

,�) : 4.3 تعريف  H  او فضا وکتوری يو  (¸ ⊆ خواص  Eندي  H  که . �
  .ويل کيږي  (  Subspace ) فضا فرعی  V ھغه ته بيا د. ولري

 (�L�)									H ≠ ∅  
 (�L�)								�, J ∈ H				 ⟹ 				� + J ∈ H 
 (�L�)								� ∈ H				,					� ∈ ¸						 ⟹ 						�. � ∈ H 

,�): 4.1 قضيه   پخپله  H  بيا. ده فرعی فضادھغه  Hواوکتوری فضا  هوي (¸
  .ده وکتوری فضا هوي

 داپس  .ته لري “ + “ خواص نظر   (�L)د واتبادلوی  ، تحادیا  �څرنګه  :ثبوت
     .     يدتطبيق  د قابل ھم   H پر
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 H ≠ 0	 ⟹	∃L ∈ H	 ⟹		0� = 0. L ∈ H   [  مخېله  (uv3)  د ] 
 L ∈ H			 ⟹			−1. L	 ∈ H                 [  مخېله  (uv3)   د   ] 

  له بلي خوا

 ⟹−L = −1. L ∈ H               [     مخېله  [ د 4.1   نوټ 
  .ده فضا وکتوری هوي   (¸,H)  په نتيجه کیيو تبديلي ګروپ او    (+,W) پس

 : 4.2مثال 

( a )    H:= {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|	�� = ,�ℝ پهفضا  فرعیوه ي {�� ℝ )   (ده ېک.     

  :حل

 0 = (0,0,0) ∈ H					 ⟹ 					H ≠ ∅				 ⟹ (�L�)	 
 � = (��, ��, ��)			,				J = (J�, J�, J�) ∈ H 

         ⟹ � + J = (�� +J�	, �� +J�	, �� +J�) 
,	�  چېڅرنګه  J	 ∈ H  پس. يد  �� =	�� 			∧ 			J� =	J�  ⟹	�� +	J� =	�� +	J�   

                                                            ⟹ � +J	 ∈ H Æ ∈ ℝ		, � ∈ H  ⟹ 	Æ� = (Æ��, Æ��, Æ��)	 

�� ��  څرنګه چي  �Æپس  . وي   	��= Æ	 ��Æ  س بايدپ دی  = ∈ H   او
,�ℝ) فضا پهفرعی يوه   Wپه نتيجه کی  ℝ	)   ده ېک .  

( b )  ايا  H:= {«(��, ��) ∈ ℝ�|	�� ≥ ,�ℝ)     په فضا فرعيوه ي {�� ℝ ) 
   ده  ېک 
0  :حل  = (0,0) ∈ H					 ⟹ 					H ≠ ∅				 ⟹ (�L�)	 

 � = (��, ��)			,				J = (J�, J�) ∈ H 

            ⟹ � + J = (�� +J�	, �� +J�	) 
,	�  چېڅرنګه    J	 ∈ H  پس. دی  �� ≥	�� 			∧ 			J� ≥	J�  ⟹	�� +	J� ≥	�� +	J�   

                                     ⟹ � +J	 ∈ H  Æ ∈ ℝ		, � ∈ H  ⟹ 	Æ� = (Æ��, Æ��) 
 بيا. وي Æ 1- = که 
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u1 ≥ u2  ⟹   (-1). u1 ≤ (-1).u2   ⟹  Æ� ∉ W 

 . ده ه ن ېک �ℝ په فضافرعی  W کی نتيجهپه   

  : مثال

    �: = {«(��, ��) ∈ ℝ�|2�� + 3�� = 0}    
 H په  فضا فرعيوه ي (ℝ�, ℝ )  ده  ېک   
2.0  :حل  + 3.0 = 0 ⟹ (0,0) ∈ �					 ⟹ 					� ≠ ∅				 ⟹ (�L�)	 

 � = (��, ��)		, J = (J�, J�) ∈ � ⟹		2.u1	+	3u2	=	0			∧		2.w1	+	3w2	=	0				⟹			2.(	u1	+	w1	)	+	3.(	u2	+	w2	)	=	0	⟹		u	+	v	∈ �	Æ ∈ ℝ		, � ∈ �	⟹	Æ.(	2.u1	+	3u2	)	=	0		⟹	Æ.u∈ �	
,�ℝ) ه پ فضا فرعيوه ي H  چېثبوت شو  ℝ )  ده  ېک  

,�ℝپه فرعی فضا وه ي داEندي سيت   :مثال  ℝ )   (نه ده ېک.     H:= A«(��, ��, ��	) ∈ ℝ�|	(��	 )	�	 = (��	 )	�C 
  :ځکه

 � = (2,1, −2)			,				J = (−3,1,−3) ∈ ℝ� 				22	=	(-2)2			∧			(-	3)2	=	(-3)2				⟹	u	,	w	∈W	� + J = (2 − 3	,1 + 1	, −2 − 3) = (-1, 2 , -6) 

(-1)2 ≠ (-3)2   ⟹  � + J ∉W 

  .کې نه ده �ℝفرعی فضا په  W چېوښودل شو  

 : 4.2 تمرين

( a )  چې ۍکړثبوت � = {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|�� = �� =      وه ي   {��2

,	�ℝ)په  فضا فرعی     ℝ ) ده  ېک.    

( b ) چې ۍکړوت ثب � = {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|	�� = �� =      وه ي   {��

,	�ℝ)په  فرعی فضا     ℝ ) ده  ېک.  

( c )    ولۍ چې ۍکړثبوت � = {«(��, ��	) ∈ ℝ�|	�� =       يوه {	1
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,	�ℝ)په  فرعی فضا     ℝ ) نه ده ېک.  

( d ) H:= {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|	�� = ��} H:=	{	(x1,x2,x3,x4)	∈ ℝO│	x1+3x2+2x4=0	,	2x1+x2+x3=0} 
,	�ℝ)په  فرعی فضا W چېثبوت کړۍ  ℝ ) او  ېکH په  فرعی فضا(ℝO	, ℝ ) 

     ې دهک

� ايا  : 4.3 تمرين = {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|�� ≥   فرعی فضاوه ي  {��

    ه کی د �ℝ  په  

,�ℝ)که په  : 4.4 تمرين ℝ) کیفضا  وکتوری L ∈ ℝ� و اL ≠   .ولرو  0
      چېکړی ثبوت 

      � = {«ÆL|Æ ∈ ℝ}  په  فضا فرعی وهي  (ℝ�, ℝ)  ده ېک  .   

   : 4.5تمرين  

( a )    آيا� = {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|�� ,�ℝ)   په فضا فرعیوه ي {	��	≥ ℝ) ده کی     

 ( b )  آيا� = {«(��, ��) ∈ ℝ�|	�� ≥ 0			 ∧ 			�� ≥     فضا فرعیوه ي  {0

,�ℝ) په    ℝ) ده کی     

( c ) 

    �: = {«(��, ��) ∈ ℝ�|5�� + 3�� = 0}    
,�ℝ) په  فضا فرعيوه ي H چېثبوت کړۍ  ℝ )  ده  ېک   

  :  4.6 تمرين 

( a )  w = (2,3,4) ∈ ℝ�  و ا		��: = {«	Æ. J	|Æ ∈ ℝ	}    

,�ℝ) په  فضا فرعی وهي �� چېګړی ثبوت       ℝ) ده  ېک. 

( b )  ونږم (V,	¸	)لرو فصا وکتوری. V  ∈  J  ≠ 0 ,  

  ��: = {«	Æ. J	|Æ ∈   پهفضا فرعی  وهي �� چې کړیثبوت .  {	¸

  (V,	¸	)  کی ده. 

,�):   4.1 ليما ℝ)  او وکتوری فضا هوي  ¶ = {1,2,3,… ,  که .دی  {.

 )  HY 		(	W ∈ HY	  (تقاطع   بيا  . وي ېک  � په فضا فرعی  ¶ 		(	W ∈  ھم  ¶
:				Hکه  يعنی .  کي ده � په فرعی فضا = ⋂ HYY∈� ⊆  ھم يوه  H  بيا. وي   �
  .کي ده  � په  فرعی فضا
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    :ثبوت

 0 ∈ HY 	(∀W ∈ ¶) ⟹ 0 ∈ H		 ⟹ 		H ≠ 0    ⟹  (�L�) 
 �, L ∈ H		 ⟹ 					�, L ∈ HY 							(∀W ∈ ¶) 
 																				⟹ � + L ∈ HY(∀W ∈ ¶) ⟹ � + L ∈ H ⟹ (�L�) 
 Æ ∈ ℝ		, � ∈ H ⟹ � ∈ HY 	(∀W ∈ ¶) 

                  					⟹ Æ� ∈ HY 	(∀W ∈ ¶) ⟹ Æ� ∈ H	 ⟹	(�L�)  

  .    اتحاد د فرعي فضاوپه عمومي صورت فرعې فضا نه ده مګر :نوټ

  �: = {«(��, ��) ∈ ℝ�|	2�� + 3�� = 0} 
  H:= {«(��, ��) ∈ ℝ�|	5�� + 3�� = 0} 
 

  H  اوW  په  ويفضا فرعي (ℝ�, ℝ )  مګر  . يد ېکW∪H  فرعي فضا په
(ℝ�, ℝ ) ځکه. کې نه ده:  

( 3,-2 )	∈ H  , (-3,5)	∈W ⟹  ( 3,-2 ) , (-3,5)	∈ W∪H 

 ( 3,-2 ) + (-3,5) = (0,3) 

 (0,3) ∉ �  ∧  (0,3) ∉ H ⟹  (0,3)	∉ W∪H 

,�ℝ)فرعي فضا په  W∪H چېوښودل شو  ℝ ) کې نه ده  

∅و ا  ده فضا وکتوریوه ي  (¸	,V): 4.2 ليما   ≠ � ⊆   : بيا.   �	

H      په   فضا فرعیوه ي V  کی ده  

                       ⇔ ∀�, L ∈ �; 	Æ	� + ÇL	 ∈ �		(∀	Æ		, Ç	 ∈ ¸)		  

  :ثبوت 

„⟸ „   �, L ∈ �, Æ		, Ç	 ∈ ¸			 ⟹	Æ	�, ÇL	 ∈ �		 
       ⟹ Æ	� + ÇL	 ∈                                   	[	ځکه		H		فرعی		فضا			ده				]					�

”	⟹  “                                                                    

  	 Æ		, Ç	 ∈ ¸, �, L ∈ �	     ⟹ Æ	� + ÇL	 ∈ � 

μ     که .	Æ     دی صورته پ. يوضع ش 0= � + 0. L	 ∈ � ⟹  Æ	. � ∈ �    

μ     که = Æ   صورت  په دې. شيوضع  1	=
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1	. � + 1. L	 ∈ �⟹ 		� + 	L	 ∈ � 

  ده ېک  V په   فضا فرعیوه ي  � ېچ وبوت شث

,�) په ويفضافرعی  هدو HÖوا H : 4.3 ليما H که. يد ېک  (	¸ ∪	HÖ  ھم 
H  بيا . وي کې � په فضا فرعیوه ي ⊆	HÖ 				∨ 					HÖ ⊆ H	 

H چېکووفرض  ونږم : ثبوت   ⊈	H H	 چېي بايد ثبوت ش. دی  ′ ′ ⊆ H   

 .دی    

 H ⊈	HÖ  ⟹	∃		J ∈ H			⋀ 		 J ∉ HÖ		 
 JÖ ∈ HÖ 		⟹ 		J,JÖ ∈ H ∪	HÖ			 
 																			⟹ 	J +	JÖ ∈ H ∪	HÖ  [ H  فرعی  فضا ∪	HÖ	ځکه] 

Jر  ګم  +	J ′ ∉ 	H    پس . که ھغسی نه وي  ځکه . ′

 J +	JÖ ∈ 	HÖ		 
 ⟹		 	J = J +	JÖ −JÖ ∈ 	HÖ     [			مخی	له		(�L�)  د    ] 

Jر  ګم    ∉ HÖ  پس بايد    وهJ +	JÖ ∉ 	HÖ   باشد 

 ⟹J+	JÖ ∈ H ∪	HÖ   J +	JÖ ∉ 	HÖ 
 ⟹J+	JÖ ∈ H  
 ⟹	  JÖ = J +	JÖ − 	J ∈ H   ⟹  	HÖ ⊆ H 

,�) :  4.4 تعريف ¶   .ده  فضا وکتوریوه ي (	¸ = {1,2,3,… , v}    
LY (و  ا  		(W ∈ ∋وکتور وي.  يد کی  V په ونهوکتور   ¶ �		   L   د  ته L�	, L�		, L�		, … . . , LÓ	 خطی ترکيب و وکتور) Linear		Combination (  

∋ شرط   په دې ويل کيږی ¸ Æ�, Æ�, Æ�	… . , ÆÓ   چې موجودی : 

L =äÆYLYÓ
Yå� = 		Æ�L� + Æ�L� +⋯+ ÆÓLÓ 

¶ .ده فضا وکتوریوه ي : 4.5تعريف = {1,2,3,… , v} وا) LY 		(W ∈ د فاميل يو  ¶
ترکيب  خطید  چېی ک �و په  وکتور د ټولوھغوت يس. کی دی  � په ووکتور (	Lin	– Comb	)		 په شکل د (LY)		W ∈  مولد د يليکل کيدای ش  ¶

generating by  (LY)		W ∈ W		k.¸�(LY)=�  يعنی   .يپه نوم ياديږ  )  Span يا      (   ¶ ∈ ¶� ∶= 	{«L ∈ �|∃Æ�, Æ�, … , ÆÓ ∈ ¸	;   
                                               		L = Æ�L� +	Æ�L� 	+ ⋯+	ÆÓLÓ 	}                  
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په ځای  ¸.k=� ده بيا کوEی شود ( Field) ساحه کومهھدف  چېه وي معلوم که
  .ليکوو  .k=�فقط 

,�) :  4.4 ليما ¶ .ده فضا وکتوریوه ي (¸ = {1,2,3,… , v} وا	LY∈� فاميليو  		
  :بيا . دی ېک  � و پهوکتور د

( 1 )  Span(vi)  ده کې  � په فضافرعی  وهي  

H  که  ( 2 ) ⊆ LY وا ېک  � پهفضا  فرعیوه ي    � ∈ H    )   ∀W ∈ ¶ ( 
k.(LY)=�  صورت دی په. وي ⊂ H  .  

�Æ مونږ   : ثبوت  ( 1 ) = Æ� = Æ� = ⋯ = ÆÓ =    كووضع    0

 0 = 0L� + 0L� + 0L� +⋯+ 0LÓ 
             ⟹ 			0 ∈ �=k.(LY) ⟹ �=k.(LY) ≠ ∅ ⟹ (�L�) 
 �, L ∈ �=k.(LY) 	⟹		∃		ÆY , ÇY ∈ ¸			(W = (	1,2,3,… , v)  , 
 															L = 		Æ�L� + 		Æ�L� + 		Æ�L� +⋯+ 		ÆÓLÓ 	 , 
 															� = 		Ç�L� + 		Ç�L� + 		Ç�L� +⋯+ 		ÇÓLÓ 
 � + L = ∑ ((ÆYLY) + (ÇYLY)ÓYå� ) = ∑ (ÆY + ÇY)LYÓYå�  
 																⟹ � + L ∈ �=k.(LY) 	⟹ (�L�) 
 k ∈ ¸		,			� ∈ �=k.(LY)	 
 	⟹	∃		ÆY ∈ ¸			(∀W ∈ ¶)		; 	� = Æ�L� + 	Æ�L� +⋯+ 	ÆÓLÓ 		 
  ⟹ k� = (kÆ�)L� + (k	Æ�)L� +⋯+ (k		ÆÓ)LÓ 
  ⟹ k. � ∈ �=k.(LY)  ⟹ (�L�) 

�     :ثبوت ( 2 ) ∈ �=k.(LY) ⟹	∃		Æ�, 		Æ�, 		Æ�, … , 		ÆÓ ∈ ¸		; 	 
            � = 	Æ�L� + Æ�L� 	+ ⋯+ 	ÆÓLÓ 

W∀) چېڅرنګه  ∈ ¶)   LY ∈ H پس  .دی� ∈ H کینتيجه  په.  ھم دی  �=k.(LY) ⊂ H  

کی   � په  فضافرعی  ترټولو کوچنی  k.(LY)=� چېاخلو نتيجه څخه  4.4 ليما د
    ).دي عناصرد ھغه يا (  ديشامل  په کی  LY   ټول چې ده

  ,ℝ د .k=� ونهوکتورEندي کې  فضا وکتوریپه )  , , ℝ		ℝ(د  : 4.3 مثال
  .يد

 W = (1,2,3,… , .)			KY = (0,0,0, … ,0,1,0,0,0,… ,0) 
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¶ که .  واقع دی کیه مختص په  iد  “1„يو  په وکتورکی  KY د  = (1,2,3,… , .)  
�∋k.(KY)(Y=�  صورت دی په وي) = ℝ, 

.  که = �Kصورت   دی په وي   2 = �Kو ا  (1,0) =   دی   (0,1)

 � = (��, ��) ∈ ℝ�		 
 		��K� + ��K� = ��(1,0) + ��(0,1) = (��, 0) + (0, ��) 
                     = (��, ��) = � 

W)  د � ∋ �ℝ ھر کوEی شوپس لھذا  = 1,2	)			KY ترکيب خطید  ووکتور  

)   ( lin-comb يعنی  . وليکو شکل  �=k.(K�, K�) = ℝ� 
,�)  4.6: تعريف  ,�L.  ده وکتوری فضا وهي (¸ L�, … , LÓ په  تهووکتور  � 

,�Æ		 چېشرط  په دې ، ويل کيږي  ( Linearly dependent ) وابسته خطی کې 		Æ�, 		Æ�, … , 		ÆÓ ∈ او Eندی  ويموجود ) ديه نصفر  ټول(اعداد  	¸
  :کړيصدق  رابطه 

 		Æ�L� + 		Æ�L� + 		Æ�L� +⋯+ 		ÆÓLÓ = 0      

,�L چېاويا دا L�, … , LÓ  ندي . وکتورونه ته خطي وابسته ويل کيږيE که چيري
�Æ�L		  :افاده صدق وکړي + 		Æ�L� + 		Æ�L� +⋯+ 		ÆÓLÓ = 0  

                                 ⟹   ∃ i∈ {1,2,… , v}; 		ÆY 	≠ 0 L�, L�, L�, … , LÓ مستقل خطیوته وکتور  ( Linearly independent )   ويل
,�Æ		∃	  :وکړيصدق افاده  Eندی چېدی شرط ه پ. کيږي 		Æ�, … , ÆÓ		¸			; 		Æ�L� + 		Æ�L� 		…+ 		ÆÓLÓ = 0 

                ⟹		 		Æ� = 		Æ� = 		Æ� = ⋯ = 		ÆÓ = 0 

,�L چېاويا دا L�, … , LÓ  ندي . مستقل ويل کيږي  وکتورونه ته خطيE که چيري
�Æ�L		  :افاده صدق وکړي + 		Æ�L� + 		Æ�L� +⋯+ 		ÆÓLÓ = 0   

                                ⟹   ∄	 i∈ {1,2,… , v}; 		ÆY 	≠ 0 

,�ℝ)په4.4:  مثال ℝ) کی فضا وکتوری L� = �Lو ا (1,2) = (3,6) 
  .يد وابستهخطی   ونهوکتور

�Æ ≠  0ونږم که  : حل = �Æ		 ≠  0وا   3− =   :ځکه  .يد (lin-dep) وابسته خطی �Lو ا �L چې کړو ليدل کيږیوضع  1
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 −3L� + 1L� = −3(1,2) + (3,6) 
 																								= (−3,−6) + (3,6) = (0,0) = 0  

,�ℝ) په : 4.5 مثال ℝ) ېک وکتوری فضا  L� = (2,0,0)  ، L� = و ا (0,3,4) L� =   .يد (lin-indep) مستقلخطی  ونهوکتور   (0,1,5)

,�Æ  :حل  Æ�, 	Æ� ∈ ℝ	, 		Æ�L� + 		Æ�L� + 		Æ�L� = 0 

     ⟹		 		Æ�(2,0,0) + 		Æ�(0,3,4) + Æ�(0,1,5) = (0,0,0) 
     ⟹		 (2Æ�, 0,0) + (0,3Æ�, 4Æ�) + (0, Æ�, 5Æ�) = (0,0,0) 
     ⟹ 			2Æ� = 0					 ∧ 				3Æ� + Æ� = 0				 ∧ 					4Æ� + 5Æ� = 0 

 				⟹	 ! 3Æ� + Æ� = 04Æ� + 5Æ� = 0« 						⟹ !3Æ� + Æ� = 0−11Æ� = 0 «				 
 				⟹		 Æ� = 0	, Æ� = 0	 
    ⟹			 Æ� = 0					 ∧ 				Æ� = 0				 ∧ 					Æ� = 0 

    ⟹				 L�, L�, L�								"W.	– W.sK=	 
,�ℝ)په ايا : 4.6 تمرين ℝ) کی وکتوری فضا L� = (1,2,3)  ،  

 L� = �Lو ا (4,5,6) =   .يد (lin-indep) خطی مستقل ونهوکتور (7,8,9)

,�ℝ) په : 4.7 تمرين  ℝ) ندي کی وکتوری فضاE يد ونه راکړل شويوکتور      

 �� = (2,−14,0)					,						�� = (0,3,−1)				,					�� = (−1,1,2)	 
 ( a ) ايا چېکړی معلوم  ��, ��,    وا ) lin-dep (  وابستهخطی  ونهوکتور  ��

 .يد   )  (  lin-indep  مستقلخطی  که     
    ( b )        ايا ��,  يد مستقل خطی کهو ا ) lin-dep  (وابسته  خطیونه وکتور  ��

,�) : 4.5 ليما ,=.ده افضوکتوری  وهي (¸ > ∈ ℕ  ,V 	(		W = 1,… , =	)		LY   .کوي صدق ي افاد بيا دا Eندي ∋

 ( I ) L ∈ �   	L			"W. − W.sK=					⟸ 				L ≠ 0 > ≥ =    ( II ) 

 L�, L�, … , L:, … , L; 			"W. − sK=	⟸ 				 L�, L�, … , L:			"W. − sK= L ∈ �  ( III )  L د  ترکيب خطی  (W = 1,… , =)			LY  و دیوکتور   
                                        ⟸       L�, L�, … , L:			"W. − sK= L,  
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p > 1   ( IV) 

 L�, L�, … , L:			"W. − sK=   

                                   ⟸   

                                        Nيو" اق LY  ترکيب خطی چې دیموجود  
                                       ( lin-comb)   ېوووکتورپاتی نورو  د   

 ( V )  v�, v�, … , v#		lin − indep 

          ∧   v�, v�, … , v#, v#`�			lin − dep 

                 ⟸  L:`�  ترکيب خطی  (lin-comb) د L�, L�, … , L: دی   

( VI )    n > 1 L�, L�, … , L,a�				"W. − W.sK=	⟸ v�, v�, … , v�		lin − indep 

 

(I) مخېټ له نو  3.1 د   :ثبوت:   

 L ≠ 0		, Æ ∈ ¸			,			ÆL = 0			 ⟹ 			Æ = 0				 ∨ 				L = 0 

L   چېڅرنګه  ≠ Æ  پس بايد ه د   0 =  خطی وي  L  په نتيجه کی . وي  0
   .دی وکتورمستقل 

(II) ثبوت:  

 L�, L�, … , L:		"W. − sK= 

    ⟹ ∃ÆY ∈ ¸		(W = 1,… , =)	 ( ÆY دی نهصفر  ټول   );		∑ ÆYLY#Ñå� = 0 

    ⟹ Æ�L� + Æ�L� +⋯+	Æ:L: + 0. Æ:`� +⋯+ 0. L; = 0 

    ⟹	L�, L�, … , L:, … , L; 					"W. − sK= 

(III) چېڅرنګه   :ثبوت L ترکيب  خطی وي)   lin-comb ( د L�, L�, … , L:  

  پس .دی

 ∃ÆY ∈ ¸				(W = 1,… , =)			; 	L = ∑ ÆYLY#Ñå�  

    ⟹−1. L + Æ�L� + Æ�L� +⋯+	Æ:L: 	= 0 

    ⟹ L, L�, L�, … , L:							"W. − sK= 

  (IV) ثبوت: 

 	L�, L�, … , L:				"W. − sK= 

 								⟹ ∃ÆY ∈ ¸			(W = 1,… , =)	(.��	k""		ÆY = 0		) ; 
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                                  					Æ�L� + Æ�L� +⋯+	Æ:L: = 0 

ÆYوي بايد کم ترکمه مخېله  تعريف وابسته خطی د چېڅرنګه  ≠  ه موجود  		0
  .کړوتقسيم    ÆY پر معادله  کوEی شو پورتنیپس  .وي

 LY = − ÐªÐ� L� − ÐÔÐ� L� −⋯−	Ð��ªÐ� LYa� − Ð�ªÐ� LY`� −⋯− Ð$Ð� L: 

  .دی ووکتور د پاتي ترکيب خطی وي  LY  چې ېښيمعادله پورتنی 

(V) ثبوت:  

 L�, L�, … , L:		"W. − W.sK=			 ∧ 		L�, L�, … , L:, L:`�		"W. − sK= 

 ⟹ ∃ÆY ∈ ¸			(W = 1,… , = + 1)		(.��	k""		ÆY = 0	)	; 
                                                       			∑ ÆYLY#`�Ñå� = 0 

�`:Æ کی بايد معادله په پورتنی  ≠    LY  بيا. که داسی نه وي.وي  0

  (i = 1,… , p)  ف  یفرضيد  دا  چې کيږي وابسته  خطیNی پس  .دیخEکو
�`:Æ�Æ  .کړوتقسيم    �`:Æ  پر   معادله ینتشو پور L� + Æ�Æ:`� L� +⋯+ Æ:Æ:`� L: +	L:`� 

   ⟹	L:`� = −∑ Ð�Ð$ª LY#Ñå�  

                 = − ÐªÐ$ª L� − ÐÔÐ$ª L� −⋯− Ð$Ð$ª L: 

LY   (i د  (lin-comb)   ترکيب خطی  �`:L   چې ييدل کيږل = 1,… , p)  

 .ونو  دیوکتور

(VI) ثبوت:    	ÆY ∈ ¸			(W = 1,… , . − 1)		; 	Æ�L� + Æ�L� +⋯+	Æ,a�L,a� = 0 

  ⟹  Æ�L� + Æ�L� +⋯+	Æ,a�L,a� + 	0. L� = 0  

  ⟹ Æ� =	Æ� = ⋯ =	Æ,a�  [ مستقل خطي		v�, v�, … , v�  ځکه  ] 

  ⟹  v�, v�, … , v�a�   lin-indep 

LY وا  فضا وکتوریوه ي  (�,�)  : 4.6 ليما ∈ �  (i = 1,… , p) . ندی  بياEدا
 :افادي ديوبل سره معادل دي

 ( 1 ) L�, L�, … , L:  مستقل خطی(lin-indep)  دي.  
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L∀	 د  ( 2 ) ∈ �=k.	(LY) دخطی ترکيب  وي يوازیقط لپاره  ف L�, L�, … , L:  

  .دیموجود ووکتور

 :ثبوت

 موجود لپاره  L د  ونهخطی ترکيب دوه ډوله چېکوو فرض  ونږم  1) ⟸ (2) 
∑ = L :يعنی  .دی ÆYLY#	Ñå�  = ∑ ÇYLY#	Ñå�    (	ÆY , ÇY ∈ �		; 	(W = 1,2,… , =)	) 

   ⟹∑ (ÆY − ÇY)LY:Yå� = 0							 
 ⟹ ÆY − ÇY = 0		(W = 1,2,… , LY	خطی	مستقل			دی	]  (=            	[	ځکه		

  ⟹ ÆY = ÇY 												(W = 1,2,… , =) 
Lھردخطی ترکيب ډول  ويفقط يوازی  چېوليدل شو  ∈ �=k.(	LY)	 لپاره  وکتور

  .موجود دی 

,�Lکه    (2) ⟸ (1) L�, … , L:  مستقل خطی نوی، پس وابسته خطی دی او د
مونږفرض کوو . ليما له مخی  يو ددی وکتورو خطی ترکيب دنورو وکتورودی 4.5
  :پس. دی �Lھغه وکتور   چې

   ∃ ÆY ∈ ¸  (W = 2,… , =); v1 = 	Æ�v2 + 	Æ�v3 + ... 	Æ:vp 

    ⟹ v1 –	(Æ�v2 + 	Æ�v3 + ... 	Æ:vp) = 0 

  :له بلی خوا

0.v1 +0.v2 + 0.v3 + ... 0.vp  = 0 

 افادي  (1)مګردا . دوه خطی ترکيبونه موجود دي وکتورلپاره  0  چېليدل کيږی 

,�Lپس د  . خNف دی L�, … , L: رونه  مستقل خطی ديوکتو  

,,ℝ) : 4.7 ليما ℝ)   و ا فضاوکتوریL,J ∈ ℝ, . نديEی له يوبل افاد بيا دا
 .يد معادل سره 

( i )      L		 ≠ 0      ∧    ∄ à ∈ ℝ ;  J = à. L     

Lيعنی  (  ≠ àعدد   حقيقی يو څو ھيا 0 ∈ ℝ چې نه پيدا کيږي J = à. L  ( 

( ii )   J	 ≠ 0     ∧    ∄ § ∈ ℝ ;  L = §.J   

Jيعنی  ( ≠ §عدد   حقيقی يو څو ھيا 0 ∈ ℝ  چې نه پيدا کيږيL = §.J  (   

( iii ) ∃  Æ, Ç ∈ ℝ  ;  ÆL + ÇJ = 0    ⇒  Æ = Ç = 0    

     )يد  ( lin-indep)مستقل  خطیونه وکتور    wوا v   يعنی  (

  :ثبوت
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%%)⟸   يعنی. ويصدق نه ک (WW)		   چېکوفرض  ونږم )  	(%)

 J = 0				 ∨ 				∃§ ∈ ℝ			; 			L = §.J   

 : حالت لمړی 

J  که = Jصورت   دی وي په 0 = 0. L . د مګردا ( i )   دی تضاد  سره.  

   : حالتدويم 

 ∃§ ∈ ℝ			; 		L = §.J			 ⟹ 				§ = 0					 ∨ 				§ ≠ 0 

§ که = Lبيا . وي 0 = 0.J =  ېکتضاد سره په   ) W (دا ھم د  چېکيږي  0
  .ده

§	 که ≠ Jصورت    دی په. وي 0 = �Ì	 L   ف د. کيږيNمګر دا خ ) W ( دی.  

  (	SSS	)⟸ (	SS	) که (iii)   پس بايد . نه ويدرستÆ		 ≠ ≠ Ç وياا 	0 0  	 
Æ   چېکوو  فرض ونږم. وي ≠ ÆL  :حالت  په دې .دی   0 = −ÇJ				 ⟹ 			L = −ÇJÆ  

Æ بايدپس   .دی  ) ii ( مګردا خNف  =   .وي  0

 ÆL + ÇJ = 0		 ⟹ 		ÇJ = 0		 ⟹ 				Ç = 0				[  J ≠ ځکه  0  ] 

                       ⟹     Æ		 = Ç = 0 

 ) S)⟸ (SSS	 (    که چيري i)	 (   پس بايد يونکړصدق:  

         L = 0				 ∨ 				∃à ∈ ℝ			; 			J = à. L 

L  که = .1 صورت  په دې .وي   0 L + 0.J =   .دی )  	(WWW  د خNف دا مګر  .کيږي   0

   حالت بل 

 ∃à ∈ ℝ			; 			J = à. L				 ⟹ 				1. J − à. L = 0 

⟸(	W (   پس .  دی  ) WWW ( د ھم خNف دامګر (	WWW  (  

 بيا ھغه . افاده صدق وکړې  هوي ليمادپورتني  چېه وکتور هدو ھغهھرپر : يادداښت
 .دی مستقل خطی  هوکتور هدو

,J	ونږ م : مثال L, ,�ℝ) په  ونهروکتو  	� ℝ)  لرو ېک فضا  وکتوری    :  

 				L = (2,−3, 0)		, � = (8,−12, 0)		,				J = (0,0,1) L	 = (2,−3, 0) 	≠ 0 ∧ ∄ à ∈ ℝ ; 
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                 J = (0,0,1) = à. L = à. (2,−3, 0)		 
        ⟹   v,w  lin-indep     [    ليما    له مخې 4.7 ] 

4∃  رګم ∈ ℝ ;  u = (8,−12, 0)		=	4.	(2,−3, 0) =	4.v 

        ⟹  u – 4v = 0   ⟹  u,v lin-dep 

,�ℝ)    : 4.6 مثال ℝ) J, L�, L�, L�	    

 J = (2,1,1)		,				L� = (1,5,1)		, L� = (0,9,1)		,				L� = (3,−3,1) 
( a )   L�, L�, L� وابسته خطی ونهوکتور   (  lin-dep) په   ℝ�   يد کی  

( b )   J   ترکيب خطی وي   (lin-comb) د  L�, L�, L�   دی  

( a ) وابسته  خطی:  ثبوت(  lin-dep) مونږمعنی که  په دې  Æ�, Æ�, Æ� ∈ ℝ    

  کوي صدق  معادله او Eندی  ټول صفر ندي چېولرو   

 Æ�L� + Æ�L� + Æ�L� = 0 

 ⟹	Æ�(1,5,1) + Æ�(0,9,1) + Æ�	(3,−3,1) = (0,0,0)				(∗∗) 
 ⟹	(Æ�, 5Æ�, Æ�) + (0,9Æ�, Æ�) +	(3Æ�, −3Æ�, Æ�) = (0,0,0) 
 ⟹				 Æ� + 3Æ� = 0						 ⟹					 Æ� = −3Æ� 				⟹ !5Æ� + 9Æ� − 3Æ� = 0Æ� + Æ� + Æ� = 0 « 	⟹	 !5(−3Æ�) + 9Æ� − 3Æ� = 0−3Æ� + Æ� + Æ� = 0 « 
  

 ⟹						 !9Æ� − 18Æ� = 0Æ� − 2Æ� = 0 « 
       Æ� − 2Æ� = 0						 ⟹					 Æ� = 2Æ� 

,�−3Æ	A(مساوی   و حلمعادEت ددی 2Æ�, Æ�)	│		Æ� ∈ ℝC  دی.  

�Æ			 که په ډول مثال د  = �Æصورت  دی هپ. شيوضع  1 = �Æو   ا 2 = −3  
  . کيږي

  شيوضع  کیمعادله     (∗∗)  ونه  پهقيمت که دا

 −3(1,5,1) + 2(0,9,1) +	(3,−3,1) = (0,0,0) 
 ⟹	(−3,−15,−3) + (0,18,2) +	(3,−3,1) = (0,0,0) 
 ⟹		−3 + 3 = 0				, −15 + 18 − 3 = 0			, −3 + 2 + 1 = 0 

≠	  په ډول مثال د چېوليدل شو  0 			Æ�		 کويمعادله صدق  پورتنی چېشو پيدا .
,�Lپس لھذا   L�, L�   يد ونهوکتوروابسته خطی.  
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 ( b )  ثبوت: J   دترکيب  خطی وي  L�, L�, L�  ځکه.  دی:  

 	−1. L� + 1L� + 1L� = −1(1,5,1) + (0,9,1) + (3,−3,1) 
                               = (−1 + 0 + 3,−5 + 9 − 3,−1 + 1 + 1) 
                               = (2,1,1) = J 

  چېپيدا کړل  		�   Æ		� = Æ		�Æ , 1 =  1- = مونږ

w = Æ�L� + Æ�L� + Æ�L� 

,�L د  ( lin-comb)ترکيب     خطی وي  w پس.  کيږي L�, L� و دی وکتور    

,�L : يادداښت L�, L�  ی شي له يوه څخه  بيا. ونه که خطي مستقل نويتوروکEکو
    په شکل ولري  ترکيب  خطیونه د وکتورزيات 
  4.8:  تمرين
  يد lin-dep)  (وابسته    خطی ونه وکتور Eندي چې ړیک ثبوت   ( 1 )
( a )      ℝ� ∈ u = (1,2) , v = (-2,-4) 

( b )    ℝ� ∈ u = (1,2,3) , v = (-1,-2,1) , w = (0,0,2) 

( c )      ℝ� ∈ u = (1,0,0) , v = ( 0, 0,2) , w = (5,0,5) 

 يد lin-indep)  (  مستقل خطی ونه وکتور Eندي چې ګړی ثبوت   ( 2 )

( a )      پهℝO  کې  

u1 = (3,0,0,0), u2 = (0,3,0,0), u3 = (0,0,3,0), u4 = (0,0,0,3 )  

 b )  ℝ� ∈  u1 = (1,1,1) , u2 = (0,1,1) , u3 = (0,0,1) 

( c  ) ℝ� ∈  u1 = (1,0,0) , u2 = (0,0,2) , u3 = (5,5,5) 

 

( 3 ) 

  ℝ� ∈  u1 = (1,1,1) , u2 = (0,1,1) , u3 = (0,0,1) , w = (1,2,3)   

 u3و ا u2 , u1 د   ( lin-comb)ترکيب  خطی يو وکتور w د  چېکړی ثبوت    
 دی   

 تعريف شويده په   )4.1( په   چې  فضا وکتوری   k=(ℝ�ℝ)§ مونږ   )4(
 مستقل خطیکی   k=(ℝ�ℝ)§په  توابع  Eندی چېثبوت کړی  .نظرکی نيسو

(�)�p  :دی = 	 Kö																																			p�(�) = K�ö 
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 فصلپنځم 

  بعد واقاعده   فضا وکتوری د

(  Basis and Dimension of a vectorspace ) 

 

,�) :  5.1فعريت ¶) &∋Ñ(LY) فاميل  يوکتوريو  .ده فضا وکتوری (¸ = 1,2,… , په نوم   ( Generating system or Span )  سيستم مولد  � د  (.
�  چېشرط  په دېياديږي  = �=k.(LY)Ñ∈& يعنی ھر . ويL ∈   معنی دی دا په .وليکل شي شکلپه ترکيب  خطیونو د وکتور &∋Ñ(LY)  د  وکتور �

   
   ∀		L ∈ �	 ⟹	∃	Æ�, Æ�, … , ÆÓ ∈ ¸	;  

                                L = Æ�L� +	Æ�L� 	+ ⋯+	ÆÓLÓ	  
 : 5.2 تعريف

 ( 1 )  (�,       �وکتورو ته د  ) =Ñ∈& 1,2,...,n  ) I(LY) .ده  وکتوری فضا (¸

�    :ويل کيږی که چيري )  Basis(  قاعده     = �=k.(LY)Ñ∈&   ( a )   
( b )    (LY)Ñ∈& مستقلخطي  ونهوکتور  )   (  lin-indepولري خاصيت.  

 ( 2 ) (W = 1,2,… , .)			KY ∈ ℝ,   د  قاعده  وهي ونهکتورو(ℝ,, ℝ)  
)  standard Basis )  Canonical orاساسی قاعد دې تهو ا ده ضاف وکتوری

  .   کيږي  ويل 
� که :ټنو = �=k.(L�, L�, … , L,) په ھغه مونږ ې ،و 
 � = 〈L�, L�, … , L,〉 کهوا  L�, L�, … , L,  بيا مونږ  ، وی    �د  قاعده يوه

�  په ھغه = 〈〈L�, L�, … , L,〉〉  ښيو سره.  

,�) که : 5.1  ضيهق �و  ا وکتوری فضا  (¸ = 〈〈L�, L�, … , L,〉〉 ياب وي :  

( 1 )   � ≠ 〈L�, L�, … , LÓa�, LÓ`�, … , L,〉    

,�Lيعنی  (  L�, … , L, سيستم مولد  ھغه چېدی  فاميل و وکتورنی کوچ  ترټولو  

      ( Generating system )   دی  �د.  (  

L �که     ( 2 ) ,�Lبيا  ، وی ∋ L�, … , L,, L وابسته خطی ونهوکتور  

  (lin-dep)  يد.    
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,�Lيعنی   (  L�, … , L,   خطیکي   �په   چېدی فاميل  لوی د وکتورو ترټولو    

  ) يد مستقل     

� که : ثبوت (1) = 〈L�, L�, … , LÓa�, LÓ`�, … , L,〉 يعی يو وکتور کم  .وې
v  که ھغهاو  شې =      : بيا کوEی شو وليکو. فرض کړو   1

 ∃	Æ�, Æ�, … , Æ, ∈ �		; 				L� = Æ�L� + Æ�L� +⋯+ Æ,L, 

 		⟹		 (−1)L� + Æ�L� + Æ�L� +⋯+ Æ,L, = 0 
   ⟹					 L�, L�, … , L,									"W. − sK=  

,�L  ځکه ، درست نه ده دا ر ګم L�, … , L,  قاعد (basis) هپ . راکړل شويده  
�  کې نتيجه ≠ 〈L�, L�, … , LÓa�, LÓ`�, … , L,〉  

�  :(2)ثبوت  = 〈〈L�, L�, … , L,〉〉  ⟹	 � = 〈L�, L�, … , L,〉  
 ⟹ ∀L ∈ �	,	∃		Æ�, Æ�, … , Æ, ∈ �		; 	L = Æ�L� + Æ�L� +⋯+ Æ,L, 

 ⟹		Æ�L� + Æ�L� +⋯+ Æ,L, + (−1)L = 0 

 ⟹					 L�, L�, … , L,, L									"W. − sK= 

خطی مستقل خاصيت له Eسه خپل د يو وکتور په زياتولوسره  چېوليدل شو
  .يرکوو

د ټولو قاعدو مګر .ولري   (basis)څو قاعدي   ېکوEی ش فضا وکتوریوي :نوټ
   .يد مساویکی سره فضای  وکتوری یوي شمير په نووکتور د

,�ℝ)ونږ په م:   5.1 مثال ℝ) ند ېک فضا وکتوریEلرو  ونهوکتور ې  :  

 K� = (1,0)		,				K� = (0,1) 		∈ ℝ� 
 L� = (1,1)		,				L� = (−1,2) 		 ∈ ℝ� 

  :  چېونږ ښيو م

 ℝ� = 〈〈L�, L�〉〉 							∧ 									ℝ� = 〈〈K�, K�〉〉 
   دي يقاعد �ℝد  } v2 , v1 {او     e2 , e1 } { يعنی

  :حل

�ℝ   د  (1) = 〈〈L�, L�〉〉   وښيو  بايد ثبوت لپاره: 

 ( a )     ℝ� = 〈L�, L�〉 

( b )     		L�, L� مستقل خطی  (lin-indep)  دی.  
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 ( a )  ثبوت:  

�ℝ  د = 〈L�, L�〉   ھر    دبايد   ثبوت لپاره� = (��, ��) ∈ ℝ�  ته 

  ∈ ℝ Æ�	  , Æ�  ندی   اعدادEويموجود  سره وخواصد:   

 � = Æ�L� + Æ�L� 
 � = (��, ��) = Æ�(1,1) + Æ�(−1,2) = (Æ�, Æ�) +	(−Æ�, 2Æ�) 
 				= (Æ� − Æ�	, Æ� + 2Æ�	) 
   ⟹		 !« �� = Æ� − Æ��� = Æ� + 2Æ�
 «			  -1. 

  	⟹			 ! �� = Æ� − Æ��� − �� = 3Æ� «						 
  

   ⟹ �� − �� = 3Æ� 					⟹						 Æ� = )Ôa)ª�  

   ⟹					 Æ� = )Ôa)ª� 					∧ 						Æ� = �� + Æ� 
                                             = �� + )Ôa)ª� = �)ª`)Ôa)ª�  

                                             = ��`��³*  

  ⟹ � = (��, ��) = )Ô`�)ª� L� + )Ôa)ª� L� 
�ℝ  کینتيجه  په = 〈L�, L�〉  

(b)  ثبوت: 

,�Æ  که مونږ Æ� 	 ∈ ℝ  لپاره  Æ�L� + Æ�L� = �Æ  چې یبايد ثبوت ش ،ولرو   0 = Æ� =   .يد    0

 Æ�L� + Æ�L� = 	0 
 ⟹ Æ�(1,1) + Æ�(−1,2) = 	 (Æ�, Æ�) + (−Æ�, 2Æ�) = (0,0) 
 ⟹				 Æ� − Æ� = 0						 ∧ 					Æ� + 2Æ� = 0 
  

      !« Æ� − Æ� = 0Æ� + 2Æ� = 0
 «		 -1. 

  

     	⟹ 	3Æ� = 0		 ⟹		Æ� = Æ� = 0  ⟹   L�, L�    lin-indep 

�ℝ  ې په نتيجه ک = 〈〈L�, L�〉〉  

�ℝ د   :ثبوت (2)  = 〈〈K�, K�〉〉   ثبوت لپاره بايد وښيو:  
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( c )   ℝ� = 〈K�, K�〉    

( d )   K�, K�  مستقل  خطی (lin-indep)   يد.  

( c )    د:  ثبوت ℝ� = 〈K�, K�〉  ھر دبايد  ثبوت لپاره� = (��, ��) ∈ ℝ�    

∋   ته      ℝ Æ�	 , Æ�  ندی   اعدادEويموجود  سره وخواصد:   

 							� = Æ�K� + Æ�K� 
  � = (��, ��) = Æ�K� + Æ�K� = (Æ�, 0) + (0, Æ�) = (Æ�, Æ�)  
           ⟹			 �� = Æ� 						∧ 					�� = Æ�  ⟹   � = ��K� + ��K�    
           ⟹ 		ℝ� = 〈K�, K�〉 

    (d)        ثبوت:        

∋	 که ℝ Æ�, Æ�		  لپاره  Æ�K� + Æ�K� = �Æ  چېشی بايد ثبوت  .ولرو   0 = Æ� = �Æ�K    .يد  0 + Æ�K� = 0					 ⟹				 Æ�(1,0) + Æ�(0,2) = (Æ�, 0) + (0, Æ�) = (Æ�, Æ�) = (0,0) ⟹						 Æ� = Æ� = 0    ⟹  e1,	e2		lin-indep 

�ℝپه نتيجه کی   = 〈〈K�, K�〉〉  

=:H  : مثال {«(��, ��, ��) ∈ ℝ�|	�� = ��} H  يوه فرعې فضا پهℝ�, ℝ	)     (کې ده  

 L� = (1,0,1)		,				L� = (0,1,0) 		 ∈ H 

W يعنې. ده Wيوه قاعده د   } v1 , v2 { چېونږ ښيو م  = 〈〈L�, L�〉〉		  دی  

  :بايد ثبوت شۍ

( a ) W = span( v1 , v2 ) 

( b )  v1 , v2  lin-indep 

( a )  ثبوت:  

�ھر   دبايد   ثبوت لپاره W = span( v1 , v2 )  د = (��, ��, ��) ∈ ℝ�  ته  ∈ ℝ Æ�	 , Æ�    ندی   اعدادEويموجود  سره وخواصد:   

 � = Æ�L� + Æ�L� 
 x = ( x1, x2, x3 ) =  Æ�(1,0,1) + Æ� (0,1,0) 
                          = (Æ�,0,	Æ�) + (0,	Æ�,0) 
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                          = (Æ�, Æ� ,	Æ�) 
 ⟹  Æ� = x1 = x3 , Æ� = x2   
 ⟹  W = < v1 , v2 > 

 ( b )  که مونږ :ثبوت  Æ�, Æ� 	 ∈ ℝ  لپاره  Æ�L� + Æ�L� = بايد  .ولرو   0
�Æ  چې یثبوت ش = Æ� = �Æ�L  .دی    0 + Æ�L� = 0    ⟹ Æ�(1,0,1) + Æ� (0,1,0) = (0,0,0) ⟹ (Æ�,0,	Æ�) + (0,	Æ�,0) = (Æ�, Æ� ,	Æ�) = (0,0,0) ⟹ Æ� = 0  , Æ� = 0   ⟹  v1 , v2  lin-indep   (  خطی مستقل  ) 

	Jکه چيری يو   ∈ ℝ�   چېموجود وې   w ,v1 , v2  شېخطې مستقل.  

. دی  v1 , v2د  خطې ترکيبيو wپس . ثبوت شو < W = < v1 , v2 چې څرنګه 
اعظمې  يعنې. دي(lin-dep) خطې وابسته   w ,v1 , v2مخې  ليماله 4.5د 

W نتيجه کې   په. دی  2خطي مستقل وي  چېو شمير، وکتور = 〈〈L�, L�〉〉  

∋	(x1,x2,x3,x4)	{	H:=  :تمرين ℝO│	x1+3x2+2x4=0	,	2x1+x2+x3=0} u	=	(3,-1,-5,0)	,	v	=	(-1,1,1,-1) 
 <<H=<<u,vيعنې  . ده Hيوه قاعده د    u,v چېبوت کړۍ ث

,�)  : 5.2 قضيه �  ده ، فضا وکتوریه وي (¸ = 〈〈L�, L�, … , LÓ〉〉 . که  ∈ � J  چې موجود وې وروکت:  J = ��L� + ��L� +⋯+ �ÓLÓ 	 ∈ �					(			�Y ∈ ¸	,			W = 1,… , v) 
à يو او ∈ {1,2,… , v}   چېوی  موجود  �Ò ≠    :صورت  دیه پ . شی  0

 � = 〈〈L�, L�, … , LÒa�, J, LÒ`�, … , LÓ〉〉 
à چېکو فرض  مونږ  :ثبوت = ��و  ا   1 ≠   : وښودل شيپس بايد . دی 0

 � = 〈〈J, L�, … , LÒa�, LÒ	, LÒ`�, … , LÓ〉〉              
           

 L ∈ �		 ⟹		∃		Ç�, Ç�, … , ÇÓ ∈ �	;	 
                             	L = 	Ç�L� + Ç�L� +⋯+ ÇÓLÓ 
 J = ��L� + ��L� +⋯+ �ÓLÓ 
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 L� = �+ªJ − +Ô+ª L� −⋯− +Ø+ª LÓ 
 L = Ç� � �+ªJ − +Ô+ª L� −⋯− +Ø+ª LÓ� + Ç�L� +⋯+ ÇÓLÓ 
 				= 		 ,ª+ª J − ,ª+Ô+ª L� −⋯− ,ª+Ø+ª LÓ + Ç�L� +⋯+ ÇÓLÓ 
 				= 		 ,ª+ª J + �Ç� − ,ª+Ô+ª � L� +⋯+ �	ÇÓ − ,ª+Ø+ª � LÓ 
    ⟹ 				� = 〈J, L�, … , LÓ〉 

,J  چېشی ثبوت  اوس بايد L�, … , LÓ  مستقل خطی ونهوکتور  (lin-indep)  
  .  يد

ÇJ  چېو کوفرض  ونږم + Ç�L� +⋯+ ÇÓLÓ = 0     (Ç, ÇY ∈ ¸)   

J  چېڅرنګه  = ��L� + ��L� +⋯+ �ÓLÓ  د   او مونږ. دیJ   پرځای
  : ليکو 

 Ç(��L� + ��L� +⋯+ �ÓLÓ) + Ç�L� +⋯+ ÇÓLÓ = 0 
    ⟹ 				Ç��L� + Ç��L� +⋯+ Ç�ÓLÓ + Ç�L� +⋯+ ÇÓLÓ = 0		 
 			⟹ 				Ç��L� + (Ç�� + Ç�)L� +⋯+ (Ç�Ó + ÇÓ)LÓ = 0	 

,�L  چېڅرنګه  L�, … , LÓ  پس بايد  دی مستقل  خطی:  

 μτ� = μτ� + μ� = ⋯ = μτ. + μ. = 0 
 τ� ≠ 0		 ⟹ 		μ = 0			 ⟹		μ� = 0					 ⟹		μ. = 0 
 ⟹ 					w, v�, … , v.			lin − indep 

  :    په نتيجه کی

 V = 〈〈w, v�, … , v.〉〉 
,�ℝ)ونږ په م : 5.2مثال ℝ)    ند ېک وکتوری فضاEونه  لرووکتور  ې  :  

 J = (−1,8)	, L� = (1,1)		,				L� = (−1,2) 		 ∈ ℝ� 
وکتورونه يوه قاعده  �Lاو J چېقضيې څخه استفاده کو او ښيو  5.2 دلته د 

(basis)  دℝ�  يعنې   . جوړوي  ℝ� = 〈〈J, L�〉〉 

�ℝ چېمثال کې مووليدل  5.1په   = 〈〈L�, L�〉〉 چېلمړی بايد ثبوت شې  .کيږي w	   يوخطي ترکيب دv1   اوv2	  يعنې. دی :  ∃	Æ�	, Æ� ∈ ℝ		; 	w =		 	Æ�L� +	 	Æ�L�	     
,	�Æ	مثال کې مو  5.1په    Æ�   د(x1,x2) w =  پيدا کړل مخېله  Æ� = �� − ��3 				∧ 						Æ� =	�� + 2��3 	 
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�Æ	  ده   w = (-1,8) مثال کې    په دې چېڅرنګه  =	8 + 13 = 3			 ∧ 				Æ� =	8 − 23 = 2 

        ⟹   w = 		2L� + 	3L�   ∧				Æ� ≠ 0 

        ⟹   ℝ� = 〈〈J, L�〉〉    [  له مخې قضيې  5.2   ] 

  

,ℝO)   په  نږمو  :  مثال ℝ)  ندي وکتورونه لرو وکتوری فضاE کې :  

 J = (0,2,2,3)	, u = (1,0,0,1)		,				L = (0,1,1,0)			 
 << ℝO = << u,v,e3,e4 :يعنې. جوړوېيوه قاعده   ℝOد  } u,v,e3,e4 { چېليدل کيږې  له بلې خوا 

 << ℝO = << u,v,e3,w  :غواړو ثبوت کړو 

,	�Æ	∃  يعنی. دی u,v,e3, e4خطې ترکيب د    w  ېچلمړی غواړو وښيو  Æ�, Æ�, ÆO 		 ∈ ℝ		; 	w = 	Æ�� +	 	Æ�L+	Æ�K� + 	ÆOKO 
(0,2,2,3)=	Æ�(1,0,0,1)+	Æ�(0,1,1,0)+Æ�(0,0,1,0)+	ÆO(0,0,0,1) 

             = (	Æ�,0,0,	Æ�)+(0,	Æ�,	Æ�,0)+(0,0,	Æ�,0)+(0,0,0,	ÆO) 
             = (	Æ�,		Æ�,		Æ� + Æ�, 	Æ� + 	ÆO ) ⟹ 	Æ� = 0 , 	Æ� = 2 , 	Æ� + Æ� = 2 , 	Æ� + 	ÆO = 3 ⟹  	Æ� = 0 , 	Æ� = 2 , 		Æ� = 0 , 		ÆO = 3 

ÆO	  چېڅرنګه  = 3 ≠  << ℝO = << u,v,e3,w :قضيې کوEی شو وليکو 5.2 د پس . دی 0

ℝ	f:	V:={  :مثال → ℝ«	|	f(x)=a	+	bx	+	cx2				(	a,b,c∈ ℝ	)}	 V کمه اويا مساوی وي 2ھغه ټولوپولينومو سيت دی چې درجه يی تر د.  

  يیقاعده  وهي. ده فضا وکتوری وهي  (V, ℝ) کی مووليدل چې مثالپه  4.1د  
}  {1,x,x2ر ځکه ھ .دهV ∈ f   1يو خطی ترکيب د,x,x

دی او خطي مستقل ھم  2
∋a,b,c		(							0	=		cx2	+	bx	+	f(x):=a   :ځکه. دي ℝ	) 

  نيسو مشتق f(x)اوس د . د صفرتابع ده “0„دلته البته 
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     p	 ′	(�) = b + 2cx = 0 

    p� ′′	(�) = 2c = 0  ⟹	c = 0 

    b + 2cx = 2.0.x = 0   ⟹ b = 0 a	+	bx	+	cx2		=	a	+	0.x	+	0.x2		=	0		⟹		a	=	0	
  :په نتيجه کې. خطي مستقل دي x,x2,1ثبوت شو چه 

(V, ℝ) = << 1,x,x2 >> 

ℝ	f:	V:={  :مثال → ℝ«	|	f(x)=a	+	bx	+	cx2	+	dx3			(	a,b,c,d∈ ℝ	)}	 V ويکمه اويا مساوی  3درجه يی تر  چېھغه ټولوپولينومو سيت دی د.  

  يیقاعده  وهي. ده فضا وکتوری وهي (V, ℝ)  چېکی مووليدل  مثاله پ 4.1د  
}  {1,x,x2,x3ھر  ځکه .دهV ∈ f 1  ترکيب د خطی يو,x,x

2
,x

  اوھمدارنګه .دی 3

x,x,1}  {له مخي  )يوولسم فصل کي( متريکس  wronskiد 
2
,x

   .دي مستقل خطی 3

  :5.2  تمرين

,�ℝ)ونږ په م ( 1 ) ℝ)  ن ېک وکتوری فضاEونه  لرووکتور  ېد  :  

 J = (	1,−2)	, L� = (1,1)		,				L� = (−1,2) 		 ∈ ℝ� 
�ℝکه   = 〈〈L�, L�〉〉 کومه يوه   چې ثبوت کړۍ مخېله قضيې  5.2 د  ، بياوې

  نه کوې صدق Eندي افاده صدق کوې اوکومه

 ( a )     ℝ� = 〈〈J, L�〉〉          ( b )       ℝ� = 〈〈L�, J〉〉 
,ℝO) د   ( 2 ) ℝ)  ندی وکتوری فضاپهE لرووکتور کی دا    : 

 J = (	2,0,−1,0) 			∈ ℝO 
کومه يوه Eندي افاده صدق کوې اوکومه   چېثبوت کړۍ  مخېقضيې له  5.2 د   

  صدق نه کوې

( a ) ℝO = <<w,e2, e3, e4>>   ( b ) ℝO = << e1,w, e3, e4>> 

( c ) ℝO = << e1,e2, w, e4>>   ( d ) ℝO = << e1, e2, e3, w>> 

    

(ℂ,ℝ)   چېکړی ثبوت : 5.3تمرين   =≪ 1, W   . دی  ≪

,�) : 5.1 ليما     .ده  فضا وکتوری هوي  (¸

 		� = 〈〈L�, L�, … , L,〉〉     ∧     � = 〈〈J�, J�, … , JÒ〉〉 
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	.  بايدصورت  دیه پ  = à  و پهقاعد شمير د دواړو  وونوکتور ديعنی . وې � 
  .دی ويمسا سره کی 

,�L  چېڅرنګه   :ثبوت  L�, … , LÓ  او ده قاعده يوه    � د  J�, J�, … , JÒ  
à بايد   مخېي له دقض   5.1د پس . يد مستقل خطیونه وکتور ≤ v   وې  

,�J  له بلي خوا J�, … , JÒ   و  ا ده ده قاع وهي  �ھم دL�, L�, … , LÓ  خطی 
v  له مخی بايد قضيې  5.1  د پس. يد مستقل ≤ à په نتيجه  کی  .وي  v = à  

 .دی

,�) : 5.3تعريف   د بعد �ونوشميرد کتوری د وقاعد د .ده وکتوری فضايوه  (¸

( Dimension )   په نوم ياديږی او مونږ ھغه په  dim�  په ثال م د.  سره ښيو
�						  يعنی  .وي  .  ويمساونو شمير وکتور قاعدی د �	ډول که د  = 〈〈L�, L�, … , L,〉〉  ⟹  dim� = .			 

   
             �dim	   ∞ =           ] ويغير معين   . چې صورت دی په [  

    �dim     . =       ]    ويمعين   . چې صورت دی په[

,dimℝ په ډول المث د = ,�K ځکه. دی  . K�, … , K,  دقاعده  اساسی ℝ,  ده.     ℝ� = << e1, e2 >>  ⟹  dimℝ� = 2 

 :مثال

( a )  M په  سيتوغيرمعين فرعی يℝ	 کی دی  

  Map(M,	ℝ) ≔ {	f:	M → ℝ	}			P(M,	ℝ) ≔	{	p:	M → ℝ	 «	|		p	polynomial	} 		C(M,	ℝ) ≔	{	f:	M → ℝ	«	|		f	continue	}	
 

د هغه  ℝ)	ℝ) , C(M,	P(M,وکتوری فضا غيرمعين بعد او  	ℝ)	Map(M,  د

   غيرمعين بعدونه لری يچ دي ويضاف فرعی
∋	(x1,x2,x3)	{	W:= :تمرين  ℝ�│	x1	=	x3		} H:=	{	(x1,x2,x3,x4)	∈ ℝO│	x1+3x2+2x4=0	,	2x1,x2+x3=0} 

dimW  وا  dimH  پيداکړی.  

     :5.4 تمرين
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( a )  که w = (2,3,4) ∈ ℝ� و ا		��: = {«	Æ. J	|Æ ∈ ℝ	} په دی .  وي     
    .ړیکپيدا    )dim ��  (  صورت

( b )  (V,	ℝ	) ده  فصا وکتوری. V ∈ w او  ��: = {«	Æ. J	|Æ ∈ ℝ	} بيا   .ده 
)  �� dim(  پيداکړی    

§)h پرکه     5.3 مثال  × .,ℝ)	 ندی عمليي   بانديE(operation) تعريف  
  : شی

 h ∶= 	h(§ × .,ℝ)  
 + : M x M 	⟶  M 
      		(*, m) ⟼ * + m 
 ⋅		∶ 		ℝ × h → h 
 							(Æ. *) 	⟼ 		Æ	. * 

  :ځکه  . دی باندی درستی  h  پر يپورتنی عمل 

 *, m ∈ h		 ⟹ 			* + m ∈ h 
 Æ ∈ ℝ		,			* ∈ h				 ⟹ 		Æ	. * ∈ h		 

 (h,+)  عينيت ودی ا متريکس  *− د   *  دمعکوس  چې دیگروپ  يلیتبد وي 
په نتيجه . د وکتوری فضا نور خواص ھم صدق کوي  .دی متريکسصفرد  عنصر

  . هد  فضا يوکتور هيو  (h,ℝ)کی  

h(2داEندي سيت يوه فرعې فضا په  :ثالم × 2,ℝ)  کې ده  

H:= 3* ∈ h(2�2,ℝ)ü* = �k l{ s� , k	 + s	 = 	04 
 *	 = êk� l�{� s�ë ,  m = êk� l�{� s�ë ∈	H 

A	+	B	= êk�+	k� l� + l�{� + l� s� + s�ë k�+	k� +	 s� + s� =  a1	+	d1	+	a2	+	d2	=	0	+	0	=	0	⟹  A	+	B	∈	H 

  :چېثبوت کيدای شې مدارنګه ھ

 Æ ∈ ℝ		,			* ∈ �				 ⟹ 		Æ	. * ∈ �		 
  .کې ده  h(2�2,ℝ)فرعی فضا په  يوه  Hپه نتيجه کې 

§)hاوس غواړو د   × .,ℝ)    وکتوري فضا قاعده(basis)  او بعد  
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 (dimension) پيدا کړو  

W)  د = 1,2,… ,§		 ∧ 			� = 1,2,… , .)		ÊYÃ ندی چې سونهمتريکE  تشريح
§)h   (basis) قاعده وهي دی ويش × .,ℝ)   جوړوي .  

  

 ÊYÃ = Û0 ⋯ 0⋮ 1 ⋮0 ⋯ 0Þ 

  .کی واقع دی   )ستون(نی ست � وليکه ا  Wپه عدد   ”1”دلته د يو

ÊYÃ  (Wد  چېپه ډول ښيو  مثال د = 1,2		 ∧ 			� = قاعده يوه  ونهيکسترم (1,2,3
h(2  د × 3,ℝ)  ده فضا وکتوری  

   

 Ê�� = �1 0 00 0 0�									Ê�� = �0 1 00 0 0�					Ê�� = �0 0 10 0 0�  
  

 Ê�� = �0 0 01 0 0�									Ê�� = �0 0 00 1 0�						Ê�� = �0 0 00 0 1� 
 :وښودل شیبايد 

( a )   h(2 × 3,ℝ) = �=k.	 �ÊYÃ 	(W = 1,2		 ∧ 			� = 1,2,3)�     

( b )    		(W = 1,2		 ∧ 			� = 1,2,3)  ÊYÃ   مستقل خطی(lin-indep)      

 .دی ونهمتريکس    

( a ) ثبوت:    

 * ∈ h(2 × 3,ℝ) 
  

 * = �k�� k�� k��k�� k�� k��� 
Ñß}بايد اعداد  ∈ ℝ  (W = 1,2		 ∧ 			� = و سره موجود خواص د Eندی  (1,2,3

*  : وي = {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê��   
   = �{�� {�� {��{�� {�� {���   
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 ⟹			 �k�� k�� k��k�� k�� k��� = �{�� {�� {��{�� {�� {��� 
 ⟹ k�� = {��, k�� = {��		, k�� = {��		,			k�� = {��		,		 
      k�� = {��	, k�� = {�� 

*پس ھر  ∈ h(2 × 3,ℝ) ترکيب  خطی وي (lin-comb)   د  ÊYÃ  يعنی  .دی:  

  

 h(2 × 3,ℝ) =	< ÊYÃ (i=1,2   j = 1,2,3 ) > 

 ( b )ثبوت:  Eندی حاE ت ولروکه مونږ :  

 {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê�� + {��Ê�� 
                  = �0 0 00 0 0� 

   

 ⟹ {�� �1 0 00 0 0� + {�� �0 1 00 0 0� + {�� �0 0 10 0 0�  
  

               +{�� �0 0 01 0 0� + {�� �0 0 00 1 0� + {�� �0 0 00 0 1� 
           = �0 0 00 0 0� 
 ⟹ �{�� {�� {��{�� {�� {���  = �0 0 00 0 0�  
  
 ⟹			 {�� = {�� = {�� = {�� = {�� = {�� = 0 

 ⟹			ÊYÃ 	(W = 1,2		 ∧ 			� = 1,2,3)			"W. − W.sK= 

§)hد :  5.1 ټنو × .,ℝ) ويمسا شمير د قاعدي دوکتورنو فضا وکتوری  § × §)dim(h  يعنی.دی  . × .,ℝ)) = §. dimh(2    کیمثال اوپه پورتنی   . × 3,ℝ) = 2.3 = 6    

,,ℝ)د  که مونږ: : : :     5.2    نوټ  ℝ)  کی فضاوکتوری  په k�, k�, … , k, ونهوکتور 

H ولرو او ∶= 	�=k.(k�, k�, … , k,)  ی شو د  .ويEبيا کوkY  ونه د وکتور
  :په شکل په Eندی ډول وليکو  متريکس



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

104 
 

 * = Ûk�� … k�,⋮ ⋱ ⋮kÌ� … kÌ,Þ 	∈ h(§ × .,ℝ) 
 

kY  دلته = (kY�, … , kY,)  لريشکل  وکتور)    سطری(اود کرښی  دی.  K�, K�, … , K, په  ونهاساسی قاعده وکتور(ℝ,, ℝ) ندی د  کی فضا وکتوریE
  .شکل لریريکس تم واحد 

 Ê, = Û1 ⋯ 0⋮ ⋱ ⋮0 ⋯ 1Þ 	∈ h(§ × .,ℝ) 
راوستل شی په Eندی ډول شکل   ييزينه )  سطری( کرښېپه  متريکس  *که د 

  . يمعلوميږ

 m =
áâ
ã l��					 … … … … l�,											0						 l�� … … … l�,												0				 0							l��			 …										…														… 											… … … … …													0		 … … 		lÓÓ …	… lÓ,									æ

çè 

  

lY دلته = (lY�, … , lY,)      (i=1,2,…,r) دی  

ونه وکتور دي د ھغه مربوطهصفر د خNف چېکی ھغه ليکي متريکس په پورتنی 
 خطیوکتورونه دلمړيوليکو  په شمير rد يعنی  .يد (lin-indep) مستقل خطی
Y}  مونږکه ځکه  .دی مستقل ∈ ℝ    ) (W = 1,2,… , v  ولرو  {�l� + {�l� +⋯+ {ÓlÓ = 0                                                      ⟹  	 	({�l��, {�l��, … , {�l�,) + ({�l��, {�l��, … , {�l�,) 

              + ({�l��, {�l��, … , {�l�,)  
            		+ …. +({ÓlÓ�, {ÓlÓ�, … , {ÓlÓ,) = 	 (0,… ,0) 

 ⟹  {�l�� + {�l�� + {�l�� + - - - - - + {ÓlÓ�  = 0 

  �l�� + {�l�� + - - - - - + {ÓlÓ�   = 0}         چېڅرنګه 

          ⟹  {�l�� = 0 

 ⟹				 {� = 0			          [      l�� ≠ ځګه      0    ] 
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 {�l�� + {�l�� = 0				 ⟹					 {� = 0 

    :ورکړل شی په نتيجه ګی ادامه  دی ډولھم که په

 {� = ⋯ = {, = 0 

  indep -   ( lin  (مستقل  خطی په شمير د لمړی ليکی   vد  چېو پس ثبوت ش
  .يد

,�kکه  چې په عمومی ډول کوEی شوووايو  : 5.3 نوټ k�, … , kÌ متريکس په يوسطري زينه يي متريکس  په شکل وليکل شی او بيا  ھغه متريکس  * ونه دوکتور m   ټولي ھغه د صورت  دی په. شيتبديلm ف  چې کرښېNچې ويصفر د خ 
,�l ھغه l�, … , lÓ دقاعده  وهي دی H ∶= �=k.(k�, k�, … , kÌ)  

  .جوړوي

,�) :  5.4 تعريف مليات دا Eندی ع. ده  فضاوکتوری  وهي  (¸
,�kپر k�, … , kÒ ∈   وعمليات	مقدماتی ونووکتور �

   (  Elementary operation )  په نوم ياديږی:  
 ( i )و ځایوکتور ول د دوضويا تعويا تبادله 

  (ii)  دوکتور  کول ديوضرب  	0	 ≠ 		Æ ∈   سره ¸

  (iii) 0  دوکتور  وي کول دضرب	 ≠ 		Æ ∈    سره وکتور لب بيا دوسره ا �
 کولجمع       

,�) : 5.3 قضيه ,(WWW) د .ده فضا وکتوری هوي (¸ (WW), (W)  عمليات مقدماتی 
,�k پر تطبيق k�, … , kÒ ∈ ,�(k	k.=� باندیوکتورونو  � k�, … , kÒ)  ير غت

  .نه کوي

Æ	   :      ثبوت  ∈ ¸  ,    ℕ �	 ∈ , i    1و ≤ 	W ≤ � ≤ à  

  . دهواضح   	(W)	عمليه  مقدماتی 

      		(WW)عمليهمقدماتی 

v∈ �=k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ) 
   ⟹ ∃ Ç�, Ç�,….,	ÇÒ ∈ ¸ ; 

               L = Ç�k� + Ç�k� +⋯+ ÇYkY +⋯+ ÇÒkÒ 

                			= Ç�k� + Ç�k� +⋯+ ,�Ð (ÆkY) + ⋯+ ÇÒkÒ ⟹			v∈ �=k.	(k�, k�, … , ÆkY , … , kÒ) ⟹   �=k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ) ⊆ �=k.	(k�, k�, … , ÆkY , … , kÒ)    
v∈ �=k.	(k�, k�, … , ÆkY , … , kÒ) 
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  ⟹ ∃ Ç�, Ç�,….,	ÇÒ ∈ ¸ ;  

             v	= Ç�k� + Ç�k� +⋯+ ÇY(ÆkY) + ⋯+ ÇÒkÒ 

             				= Ç�k� + Ç�k� +⋯+ (ÆÇY)kY +⋯+ ÇÒkÒ 	⟹			v∈ �=k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ) ⟹ 
     �=k.	(k�, k�, … , ÆkY , … , kÒ) ⊆ �=k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ)    

  
 کی نتيجهپه 

   �=k.	(k�, k�, … , ÆkY , … , kÒ) = �=k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ)     
 

  (iii)عمليه  مقدماتی

v∈ �=k.	(k�, k�, … , kY 	, … , kÒ) 
  ⟹ ∃ Ç�, Ç�,….,	ÇÒ ∈ ¸ ;   

             v	= Ç�k� + Ç�k� +⋯+ ÇYkY +⋯+ ÇÒkÒ 

                = Ç�k� + Ç�k� +⋯+ ÇY�kY + ÆkÃ� 
                                  +⋯+ �ÇÃ − ÆÇY�kÃ +⋯+ ÇÒkÒ 

   ⟹ v∈ �=k.	�k�, k�, … , kY	 + ÆkÃ , … , kÃ , … , kÒ�   
  ⟹  �=k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ) 
                                		⊆ �=k.	�k�, k�, … , kY + ÆkÃ , … , kÒ�    

v∈ �=k.	�k�, k�, … , kY	 + ÆkÃ , … , kÃ , … , kÒ� ⟹ ∃ Ç�, Ç�,….,	ÇÒ ∈ ¸ ;  

     v = Ç�k� + Ç�k� +⋯+ ÇY�kY + ÆkÃ� 
                                             +⋯+	ÇÃkÃ +⋯+ ÇÒkÒ 

       = Ç�k� + Ç�k� +⋯+ ÇYkY +⋯+ �ÇÃ + ÆÇY�kÃ 
                                                                +⋯+ ÇÒkÒ ⟹ v∈ �=k.	(k�, k�, … , kY		, … , kÒ) ⟹ �=k.	�k�, k�, … , kY + ÆkÃ , … , kÒ�  

                                                      			⊆ �=k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ) 
   په نتيجه کی
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 s=k.	�k�, k�, … , kY + ÆkÃ , … , kÒ� = =k.	(k�, k�, … , kY , … , kÒ)      
∋A: 5.5تعريف   M(mxn,¸)		     

ستني  او �¸  ∋r1  ,r2,…,rmپه ) rows( کرښي  متريکس  Aمونږ د 
)colmns ( پهc1,c2,…,cn∈  ¸Î	  ليما مخې  4.4د   .سره ښيو

span(r1,r2,…,rm )  ې او ک �¸په  فضا فرعی يوهspan(c1,c2,…,cn)  يوه
  کرښې  ( row subspaceد  span(r1,r2,…,rm ). ې دهک Î¸په  فضا فرعی 
  :يعنی. سره ښيو  rs(A)   په ديږي  اومونږ ھغهيا په نوم )  فضا فرعی 

rs(A): = span(r1,r2,…,rm ) 
 

span(c1,c2,…,cn)   دColumn subspace    )  په  )فضا  فرعی  ستونی
  :يعنې .سره ښيو cs(A)  په ھغهوديږي ايا نوم

cs(A): = span(c1,c2,…,cn) 

  : چېدااويا 

cs(A) = { A.x │x∈ ̧ � }   , rs(A) = { xt .A  │x∈ ¸Î }    

     )   رنک ستنی (   column rankاو ) رنک کرښي( row rank :5.6تعريف  

       دی ويل تعريف شډوEندي په 

 rkr(A)  = dim(rs(A))  ,  rkc (A):= dim(cs(A))     

rkc   دلته column rank   و اrkr  دrow rank دی.  

کې تغير نه راځې که چيرته پری  spanپه  چېقضې له مخې پوھيږو  5.3د  
خطی د ھغه د  ويمسا rkr(A) متريکس Aديو پس . مقدماتي عمليات تطبيق شی

 ستنو  (lin-indep)  خطی مستقلد  ويمسا rkc (A  (او  سره شمير ليکو ومستقل

    کويصدق  يرابط کې Eندي متريکس په يوهيعنې . دی شمير سره)  ستون( 

 rkc (A) = dim(cs(A))  = rkr(A)  = dim(rs(A)) 

 rk(A)فقط  دی له وروسته. دی ويمسا سره    rkr(A)او  rkc (A)  چېڅرنګه 

    rk(A) = rkc (A) = rkr(A)      :يعنی. ليکو

شمير  ) يا کرښو( ستنو خطی مستقلد د ھغه  ويمسا  rank ريکسمت Aيو  د پس
,�) يعنی که . دی سره  ,�kد  او وکتوری فضاوه ي (¸ k�, … , kÒ ∈ و وکتور �

 Eس ته راځي  په Eندی ډول µk.à متريکس   A بيا د . وي Aمربوطه متريکس 
:  

 µk.à(*) ≔ dim��=k.(k�, k�, … , kÒ)� 
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,�ℝ)په   : 5.4مثال ℝ) ندي وکتوری فضایE ونه لرووکتور کی   : 

 a1 = (1,2,0) ,  a2 = (2,0,1) ,  a3 = (2,4,0)   

  :په Eندي ډول دی متريکس ددغو وکتورو

   

      A = Û1 2 02 0 12 4 0Þ 

  شکل نيسی متريکس B د A وروسته تطبيق وترعمليات مقدماتید 
   

              m = Û1 2 00 −4 10 0 0Þ 

 
 B  دي مستقل خطینوټ له مخې  5.3 صفرنه دي، د  چېھغه کرښي  متريکسد. 

rs(A) د قاعده وهپس ي = �=k.(k�, k�, k�	) يعنی د ،  
Row subspace   )او ده)   سطری فرعی فضا  l� = (1,2	,0)     ، l� =     .جوړوي  rs(A)  دقاعده  يوه ونهوکتور (	4,1−,0)

 دی  Rank(A) = dim(rs(A)) = 2  په نتيجه کې
 پيدا کړو rank غواړو د Eندي متريکس: مثال

    

 * = Û1 1 12 2 23 6 9Þ   ↣	  Û1 1 10 0 0	0 3 6Þ  ↣  Û1 1 10 3 6	0 0 0Þ 

  
 2مساوي  Aد  rankخطي مستقل کرښي لري پس  2متريکس  ورستی چېڅرنګه 

  .دی

,�)  :لمثا ℝ	) 0  .ده وکتوری فضا وهي ≠ L ∈ �   ( a ) 

 � ∶= 	�=k.(L) =< L >	= {J«∈ �|J = Æ	L	, Æ	 ∈ ℝ	} 
 µk.à(�) = dim��=k.(L)� = 1   

( b )  L�, L� ∈  دیمتريکس   مربوط ويدھغ Aو ونه اوکتور خطی مستقل �

 � ≔ �=k.(L�, L�) = 〈L�, L�〉 
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      = {J«∈ �|J = Æ�L� + Æ�L�(Æ�, Æ� ∈ ℝ)} 
 µk.à(*) = µk.à(�) = dim��=k.(L�, L�)� = 2 

,ℝP) په   : 5.5مثال  ℝ) ندی   فضا وکتوریE لرو ونهوکتورکی :  

 k� = (0,0,0,2,−1)												k� = (0,1,−2,1,0) 
 k� = (0,−1,2,1, −1)								kO = (0,0,0,1,2) 

  .  په Eندی ډول معلوميږي متريکس مربوطه  ويد ھغ

* = �0 0 00 1 −200 −10 20 				
2111				

−10−12 � 	↣  

 

�0 1 −20 0 000 −10 20 				
1211				

0−1−12 � 1.         ↣ 

 

             

 

 ↣ 				�0 1 −20 0 000 00 00 				
1221				

0−1−12 �	 
  

 ↣ 				�0 1 −20 0 000 00 00 				
1122				

02−1−1�
−2.	 		-2. 

 

 ↣ 				�0 1 −20 0 000 00 00 				
1100				

02−5−5�
	−1.		 								 
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 ↣ 	�0 1 −20 0 000 00 00 				
1100				

02−50 � = m 

  

  خطینوټ له مخی  5.3د  يد صفرد خNف   چېھغه کرښي متريکس   mد  
H د پس .يد  (lin-indep) مستقل  ≔ �=k.(k�, k�, k�, kO)  فضا فرعی 

�lيعنی   .ده  قاعده وهي = (0,1,−2,1,0)    ،l� = �l او (0,0,0,1,2) =  کی نتيجهپه   .جوړوي  H د   قاعده وه ي (0,0,0,0,5)

    Rank(A) = dimW = 3  

,ℝP) په   :تمرين ℝ) ندی  وکتوری فضاE لرو ونهوکتورکی :  

 k� = (1,2,0,2,−1)																			k� = (2,2,−1,0,0) 
 k� = (−2,−2,2,−4,1)												kO = (1,2,0,4,−1) 

 ( a )  وليکۍمتريکس مربوطه  پورتنيووکتورود .  

( b ) rank(A)  پيداکړۍ  

( c )   د� ≔ �=k.(k�, k�, k�, kO)    اعده ق(basis)  پيدا کړۍ   

( d )    dimH   کړۍپيدا  

∋A 5.2:ليما  M(nxn,¸)	  .بيا :  

rk(A) = n    ⇔  det(A) ≠ 0 

  دی      rk(A) = nچې يبايد ثبوت ش. لرو det(A) ≠ 0   :  “⇐„ثبوت   

  :بيا صورت دی په. نه وي rk(A) = n که 

rk(A) ≠ n    ⇒  rk(A) < n 

 ويڅخه   Aريکس تم د ( elem-trans) وعمليات مقدماتی وروسته د پس بايد
 چېڅرنګه . ويصفر  ويمسا يي يوه ليکه  لږ ترلږه چې شېرا ته Eسمتريکس 

. ويصفر په ويمسا det(A)  پس بايد  .ه ورکويتغيرنته نت ايات ديترمينعملدا

  وي rk(A) = nپس بايد . يي ده فرض د خNفدا  چې

" ثبوت ⇒   چې يبايد ثبوت ش. دی rk(A) = n چېونږ لرو م  "	
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   det(A) ≠ 0   دی.  
و مقدماتی عمليات متريکس د   A  کوEی شو دپس .  دی rk(A) = n  چېڅرنګه 

 خNف ييقطری عناصر چېکړو تبديل   Bمتريکس  يي ذينه سطری وي په طبيقتپر

  . يد د صفر

m =
á
âââ
ã

			Æ�			.								.									.								.. Æ� . . .0 	0 Æ�. . .0 0 0 ⋱ .0 0 0 0 .0 0 0 0 Æ,æ
ççç
è

 

 det(A) = det(B) = 		Æ�.			Æ� . 		Æ� . ….  		Æ, ≠ 0  

,�)   : 5.4  قضيه   خطی  wn,…., w3, w2 , w1،  ده فضا وکتوریوه ي (¸
  . دي کې  V پهونه وکتور  )  indep lin -    (مستقل 

  : بيا .. وي vr ,…  , v3  v2 ,   V=<<v1 ,    << که

n ≤ v     ∧   vn+1,...., vr >>   =  << w1 , w2 ,  w3 ,....., wn,  V   

  کيږياستفاده  ی څخهطريق complete induction  لپاره د ثبوت :ثبوت 

  يد موجود ونهحالتدري Eندي   complete induction په

  وکړيبايد صدق لپاره   n = 0  د :حالت لمړی 

  کويصدق لپاره   n -1  د چېکو فرض  ونږم :  حالتم ويد

  ويکصدق  لپاره ھم  n  د  چې ېبايد ثبوت ش  :حالت دريم  

  :لپاره   n = 0   ځکه د. دی لت واضح حا لمړی

   << w1 , w2 ,  w3 ,....., wn, vn+1,...., vr >> 

                                      = << v1, v2 , v3 , … , vr >> 

0	 او     ≤ 	v   دی      

  ويکصدق  n -1 چېکو فرض  ونږم :    حالت مويد

 w1 , w2 ,....., wn lin-indep  ⟹  w1 , w2 , ....., wn-1 lin-indep  

  :   له مخیليما   4.5بيا د  ويځکه که ھغسی نه 

w1 , w2 ,....., wn-1 lin-dep  ⟹  w1 , w2 , ....., wn lin-dep     
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له مخی  ي  فرضيد  inductionکوEی شو د  پس. ده ي فرضيد خNف  دامګر
   : وليکو

<< w1 , w2 ,  w3 ,....., wn-1, vn ,...., vr >>                  V =  

  n – 1 ≤  r      :مونږ لرو   مخېی له فرض inductionد  : حالت دريم 

صدق    = w1 , w2 ,  w3 ,....., wn-1>> V >>بايد  وي   n – 1 = r  که
 بايد  پس.  دی ويبيان ش کیقضيه    5.1په  چېدی خNف  دا د ھغهمګر. وکړي

n -1< r   ا يي ليکو ويا. وي r  n ≤ . د  چېڅرنګهinduction  مخېله فرضی:  

V =<< w1 , w2 ,  w3 ,....., wn-1, vn ,...., vr >> 

,�Æ	 ∃  :يعنی.  وليکوشکل  په  ) lin-comb  (ترکيب  خطی ديو  wn کوEی شو  پس Æ�, Æ�, … , ÆÓ ∈ 	¸	;		  
        wn = 	Æ�w1 + 	Æ� w2  + ... + 	Æ,a� wn-1 + 	Æ, vn + .... + 		ÆÓ vr  

,Æ		  0 =د  =	Æ,`� = ⋯ =	ÆÓ حالت صدق نه کوي ځکه په ھغه صورت  	
  :کی  

    wn = 		Æ�w1 + 			Æ� w2  + ... + 		Æ,a� wn-1                                         

       ⟹    w1 , w2 ,  w3 ,....., wn  lin-dep                                        

ÆY 0   وپس بايد ي. دی فرضید خNف  دامګر ≠  ) i = n, n+1, …,r (  موجود
,Æ 0 مونږ کوEی شوھغه . وي   له مخی قضيې  .5 2اوس د  .انتخاب کړو  ≠

 : کی  نتيجه پهوا کړوعوض سره   vn د   wn  کوEی شو

vn+1,…., vr >>     =  << w1 , w2 ,  w3 ,….., wn,  V 

  کې لرو فضا وکتوری (ℝO	   ℝ )	,مونږ په   :مثال 

  u = (1,0,0,1)  , v = (0,1,1,0)   ∈ 	ℝO          
 (lin-indep)مستقل خطی  ونه وکتور  vاو  u چېکړوثبوت  کوEی شواسانی  په

 5.4 دپس . دی  ℝO	 e1,e2,e3,e4 >> >> =  چېله بلي خوا پوھيږو . دي
  :له مخې Eس ته راځی یقضي

  	ℝO   = << u,v,e3,e4 >> 

,�):  5.3 ليما   يعنی.  لريبعد  معين n چېده  فضا وکتوری وي (¸

 dimV = n .  ندی افادي له يوبل سرهEدی لیمعاد بيا دا :  

( 1 )         V = <  u1,u2,…,un >  

( 2 )    u1,u2,…,un  مستقل خطی  ونهروکتو(lin-indep)  دی  
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 ثبوت

( 2 ) ⇐ ( 1 ) 

  :بيا. وينه مستقل  خطیونه کتور u1,u2,…,un  که چيری

u1,u2,…,un  lin-dep 

            ⟹ u1,u2,…,un,un+1  lin-dep    [   له مخی ليما  [    د 4.5 
 وا. کيدای نشيمستقل  خطیڅخه زياد شي بيا   n و شمير له وکتورکه د يعنی  

 ځکه  .څخه کم شي   n  شمير له ووکتور مستقلخطی دارنګه نشی کيدای د ھم
dimV = n  پس.  دیu1,u2,…,un  مستقلخطی ونه وکتور(lin-indep)    يد.  

( 1 ) ⇐ ( 2 ) 

 nله  دی مستقل خطی چېو وکتوردھغو  تعداد پس دی dimV = n    چېڅرنګه 
  يعنی  . زيات کيدای نه شي  څخه

dimV = n   ∧  u∈ V  ⟹ u1,u2,…,un , u  lin-dep 

  ووکتور  u1,u2,…,unد   (lin-comb)ترکيب   خطی وي u  مخېله  ليما  4.5د 
  : پس. دی

         V = < u1,u2,…,un >  

  معين dimV = n  چېکه مونږ پوه شو  چېه پورتنی ليما څخه نتيجه اخلو ل 

  :صورت  په دې. د ی 

( a )     V = < u1,u2,…,un >   ⇔   V = << u1,u2,…,un >> 

( b )   u1,u2,…,un  lin-indep  ⇔    V = << u1,u2,…,un >> 

  . دهفضا  وکتوری بعد  معين د يو  (¸,H) : 5.5قضيه 

يو ډول وسعت ورکړل شي   ته سيتووکتور مستقل خطیھر کهکی  Wپه    ( 1 )
     .  تبديل کيدای شي  Wد   (basis) قاعده پر

  قاعده  په شي، يو ډول وسعت ورکړل ته ھر سيتو وکتور که دکی  Wه  پ  ( 2 )
(basis)   دW  وي ونهوکتور دا چېشرط  په دېتبديل کيدای شيspan  د W  

  .وي

 W u1,u2,…,uk ∋  :ثبوت  ( 1 )

u1,u2,…,uk   lin-indep   

      ⟹	 W = < u1,u2,…,uk >  ∨   W ≠ < u1,u2,…,uk >   

W = < u1,u2,…,uk >  
      ⟹  W = << u1,u2,…,uk >>  [   5.2  ېمخ ليما له  [  د  
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W ≠ < u1,u2,…,uk >  ⟹    ∃  uk+1∈ W ; uk+1∉ span(u1,u2,…,uk ) 

uk+1 u1,u2,…,uk ,  دی ه پ .نه وي ھغسې که ځکه . دی مستقلخطی ونه وکتور
        :نیيع .دی   u1,u2,…,ukد ترکيبخطی  يو ليما له مخی 4.5  دuk+1   صورت

u1,u2,…,uk , uk+1 lin-dep   

      ⟹ ∃ a1,a2,…,ak ∈ ¸  ;  u k+1  = a1u1+ a2u2+…+  akuk   

  پس. سره په تضاد کی دی uk+1∉ span(u1,u2,…,uk ) دا دمګر  

 uk+1 u1,u2,…,uk ,  يد مستقلخطی. 

 u1,u2,…,uk,uk+1صورت  په دېوي   uk,uk+1 >   , W = < u1,u2,…که 
  يعنی. که  داسي نه . ده  W دعده قا وهي

W ≠ < u1,u2,…,uk , uk+1 > 

 وا سيتو وکتور مستقل خطی ترڅو ادامه ورکو ترھغه پوری ته لياره ۍپورتن 
span   قاعده  وهسيت يو وکتور په ھغه وخت  د نوموړو . شی ويسره مساسيت  

)  (basis   دW  جوړوي  

که . دی = u1,u2,…,uk    < W  <  چېکو فرض ونږم : ثبوت ( 2 )
u1,u2,…,uk مستقل خطی ونهوکتور   (lin-indep) بيا دا. وي basis که . ھم ده
خطی  ليما له مخی يو وکتور دنورو وکتورو  5.4دی صورت ده داسی نه وي پ

 a2, a3,…, ak ∈ ¸ ;  u1 = a2u2 + a3 u3 + …+ akuk ∃  :صورت په دې،  وي u1  ا وکتور دمثال په ډولدکه  .ترکيب دی 

  :له بلی خوا

u ∈  W = < u1,u2,…,uk  > 

      ⟹ ∃ b1, b2,…, bk ∈  ¸ ; u = b1u1 + b2 u2 + …+ bkuk 

      ⟹ u = b1(a2u2 + a3 u3 + …+ akuk ) +  b2 u2 + …+ bkuk 

              =  (b1a2 + b2 )u2 + (b1a3 + b3 )u3  

                                           + … + (b1ak + bk )uk 

       ⟹ W = < u2,u3,…,uk  > 

ترھغه پوری ته بيا پورتنی لياره  . نه ويمستقل  خطی ھم بيا  u2,u3,…,ukکه 
  .يش ويسره مساسيت   span سيتو وکتور مستقل خطی ترڅو د ادامه ورکو

  بيا. وي فضافرعی دھغه  Hو افضا  وکتوری همعين هوي  (¸	,V) که :نوټ
dimH ≤  dimV  

  :Eندی وکتورونه لرو کې فضا وکتوریپه   ( ℝ	ℝO,)ونږ د م : 5.6 مثال
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u1 = (1,-2,5,-3)  , u2 = (0,1,1,4) , u3 = (1,0,1,0) 
W:= span(u1,u2,u3 ) 

    ويتريکس يم د پورتني وکتورو مربوطه  Aکه  
  

A = Û1 −2 5 −30 	1 1 41 0 1 0 Þ 

 
                          لريشکل  تبديل شي Eندی کسمتري يي ذينه متريکس په   A که د

 

U = �1 −2 5 −30 	1 1 40 0 1 P¿
� 

 
 ھغه د وکتور په ډول او اوس .يد مستقل خطیکرښي  3 دري کی متريکس په Uد 

     ليکو

v1 = (1,-2,5,-3)  , v2 = (0,1,1,4) , v3 = (0,0,1,	P¿	) 
span(u1,u2,u3) = W = span(v1,v2,v3 )  [  ی له مخیقضي  5.3  [ د   
 ⟹    W = << u1,u2,u3 >>     
          ∧   W = << v1,v2,v3>>  [  5.2  ليما  له مخی  [   د  
 ⟹	  dimW = 3 

≠  (  u4  (t,0,0,0)=  د   سره متريکس Uکه د  0  (t   وه شکرښهNبيا   .يع 
U  يعنی.  دی څلور کرښی خطی مستقل  

v1,v2,v3, v4  lin-indep   
       ⟹  	ℝO = << v1,v2,v3, v4  >>    [   5.2  ليما  له مخی  [  د  

   يوه وته وسعت ورکړل شو او پهوکتور مستقل خطی چېوښودل مثال ورتنی پ 
 شو تبديل   (basis)قاعده  
 .کړوقضيه تطبيق  5.5 کی غواړو مثال په دې  : 5.7 مثال

    u2 = (3,2,1)  , u1 = (1,2,3)کی  فضا وکتوری �(ℝ	  ℝ )	,مونږ په 
کيدای  �ℝ	 د   (basis)قاعده  ويمګر ،دی مستقلخطی   u2و ا u1 لرو  وکتورونه

خطی مستقل وکتورو  د پس بايد .دی 3 په ويمسا	�ℝ	د  (dim)بعد  ځکه  .نه شی 
�ℝ	   .کم نه وي 3شميرله   ≠  span( u1 , u2 )  ⟹  ∃  u ∈ 	ℝ� ; u ∉ span( u1 , u2 )      

  .دیوکتور  وي ھغه ډول   u = (1,1,0)چېسره ښودلی شو ه اسانی پ
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  :يعنې . که ھغه ډول نه وي  . span( u1 , u2 ) u ∌ يعنی  
u∈ span( u1 , u2 )  
  ⟹  ∃ Æ�,	Æ� 	ℝ	 ;  u = Æ�u1 + Æ�u2 
  ⟹ (1,1,0) = Æ� (1,2,3) + Æ�(3,2,1)  
                  = (Æ�+3Æ�,2Æ�+ 2Æ�,3Æ�+Æ� ) 
   ⟹	  
       Æ�+ 3Æ�   = 1 
      2Æ�+ 2Æ� = 1 
      3Æ�+	Æ�   = 0 

  : يEندی شکل لر متريکس همربوطد پورتنی معادEتو 
 

 Û1 3 12 2 13 1 0Þ   ≈    Û3 1 02 2 11 3 1Þ   ≈  Û3 1 00 −4 10 −8 1Þ     

                    ≈ 		 Û3 1 00 −4 10 0 −1Þ 

  
  کینتيجه په . حل نه لری معادEت  پورتنی پس. دی ه نممکن  1- = 0  څرنګه

  u∈ span( u1 , u2 )  دیه ن .  
د   يوکه داسی نه . يد (lin – indep)  مستقلخطی ونه وکتور  uو  u2 , u1  د 

 : مخېله ليما    4.5
u1 , u2, u lin – dep  ⟹  ∃ a1,a2 ∈ 	 	ℝ	 ;  u = a1u1 + a2u2  
                              ⟹   u ∈	span( u1 , u2 )      

  مستقلخطی   uو  u2 , u1پس بايد  . ید  uد  انتخاب د خNف دامګر
 (lin – indep) چېليکو کوای شو و مخېله ليما   5.2د  .  وي:  	ℝ�= < u1,u2,u > 

 << ℝ�= << u1,u2,u	  : يعنی. ده �ℝ	 دقاعده  وي  ونهوکتور  uو ا u2 , u1کی   نتيجه په . 
ي د يو  ( basis)قاعده  څرنګه يوه چې ،کی غواړم وښيممثال  په دې   : 5.8مثال 
  .پيداکوEی شو فضا فرعی

   

 W:= { (x1,x2,x3,x4)	∈ 	ℝO │  x2 = 2x1  } 
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 وي ی د پيداکولولپارهقاعد د  .ده کې ℝO	 پهفضا  فرعیوه ي W    چېليدل کيږي 
 e3ر ګم ، ديه نشامل ې ک  W په  ونهوکتور e2 او e1  یقاعد اساسی د کی ℝO	 په.  به انتخاب کړو  ∋	W u= (1,2,0,0)  په ډول مثالد  صفر نه وي چېوکتور

 خطی ونهوکتور  e4و ا u   e3 ,چې کيدای شی تثبو  ه اسانیپ.  دی شامل e4و ا
ھم    <W=<u,e3,e4 له مخی ليما   5.2د پس . يد)     (lin-indep مستقل
 :يعنی. ده W دقاعده  وهي کی نتيجهپه  .کيږي

W = <<u,e3,e4>> = <<(1,2,0,0 ), (0,0,1,0), (0,0,0,1) >>   
         ∧    dimW = 3 

∋	(x1,x2,x3,x4)	{	H:=				  :نه لرووسيت مونږEندي :5.5 مرينت 	ℝO	│		x2	=	2x1		} 
 ٌW:=	{	(x1,x2,x3,x4)	∈ 	ℝO	│		x1	=		x2		=	x4	} 		V:=	{	(x1,x2,x3,x4)	∈ 	ℝO	│x1+3	x2+2x4=0	,	2x1+x2+x3=0	}											

 ( a )   چېثبوت کړی H ، W  اوV په  ويفرعی فضا	ℝO کې دي  

( b )   بعد) (Dimension   دH	 ،W	  اوV پيداکړۍ  
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 فصلشپږم 

   مجموعه وفضا فرعید 
 Sum of Subspaces) (  

 
 په ويفضا فرعی Hn    , H1,H2 ,...وا فضا وکتوری وهي :  (¸	,V )6.1تعريف

V  يد کی .  
H1 + H2 + H3 + …. + Hn :=      

                    {	ℎ ∈ �	|	∃	ℎY ∈ �Y 	;ℎ = 	ℎ� + 	ℎ�	 +⋯+ 	ℎ,	}	 
 په نوم )  Sum of Subspaces ( مجموعه د فضافرعی  د مجموعه پورتنی 
  ياديږي
 کی  V په ويفرعی فضا  H1 ،  H2و ا وکتوری فضا وهي : (¸	,V ) 6.1قضيه

  کی ده  V په  فرعی فضا وهي   H1+H2 دارنګه  ھم بيا .يد
,Ç :ثبوت   � ∈ ¸	   0 ∈ H�, 0 ∈ H�	  ⟹ 0	∈ 	H� + H2 ⟹ H� + H2  ≠ 	∅   

 u,v	∈ H� + H2   
 ⟹ ∃ u1,v1∈ H�  ∧   ∃ u2,v2∈ H�  ; u = u1+u2  ∧  v = v1+v2 
 ⟹ �� + 	ÇL = 	�(u1+u2) + Ç(v1+v2)  
                    = (�u1+Çv1) + (�u2+Çv2)  �u1+Çv1 ∈ 	H� ∧  �u2+Çv2 ∈ 	H�  ⟹ �� + 	ÇL ∈ 	H� + H2 

�H کی  نتيجهپه  + H2   په  فضافرعی  وهي  له مخی ليما 4.4د V   کی ده.  

 يد کی  V په ويفرعی فضا  H1,H2و  ا وکتوری فضا وهي         (¸	,V )      : 6.1ليما
   : يد يله يوبل سره معادل يافادبيا دا Eندي   ويV = H1 + H2     که. 

( 1 )   H1 ∩ H2 = {	0 }   

( 2 )  ∀ v	∈ V   ,	∃! ℎ� ∈H1  ∧ ∃!  ℎ� ∈H2 ; v = h1 + h2   

( 3 )  0 ≠ ℎ� ∈H1  ∧			0 ≠ ℎ� ∈H2  ⟹  h1,h2  lin-indep in V  
   :ثبوت
  چېوي  موجود ھم    w2  ∈H2و اw1∈H1  که چيري  :     (2)     ⇐         	(1)

  v = w1 + w2   يعنی   .شي   
  w1 + w2  = v = h1 + h2   ⟹     h1 – w1 = w2 – h2     
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 h1 ∈ H1 ,  h2∈ H2 , w1 ∈ H1 ,  w2∈ H2  ⟹ -h2∈ H2, -w1 ∈ H1        ⟹	 h1 – w1 = w2 – h2    ∈ H1 ∩ H2 = {	0 }    ⟹   h1 – w1   = 0      ∧     h2 – w2 = 0               

 ⟹   h1 = w1  ∧  h2 = w2    

بايد پس  نه وي   (lin-indep)مستقل  خطی  h1  ،  h2  که :  (3)  ⇐  	(2)
 څخه يووکتورو دی يو له مخېله ليما  4.5کی د صورت  دی په .ويوابسته  طیخ

       ∈ K ;  h1 = Æ h2   ⟹  h1 – Æ h2 = 0	Æ	∃ :يعنی . دی   h2دترکيب  خطی  h1 چېکوو  فرض ونږم. دنورو دیترکيب  خطی
  : پس .دی    V = H1 + H2له بلي خوا 

o∈ V   ⟹   ∃	J� ∈ �� 		∧ 		∃	J� ∈ ��	; 		0 = 	J� +	J�	 
  : چېڅخه Eسته راځي  دی له 

h1 – Æ h2 = 0 = J� +	J� 
  وي مستقل خطی  h2و ا h1 پس بايد . دی (2)  د خNف  دامګر

= H1 ∩ H2   که :  (1)  ⇐   	(3) L	∃  :   بيا کوEی شو وليکو .  نه وي   { 0	} ∈ H� 	∩ 	H�, L	 ≠ 	0	 ⟹ 		L + (−1). L = 0	  
                                             ⟹ v , -v  lin-dep             

= H1 ∩ H2  پس بايد.  کی دیتضاد  په  سره (3) دا د مګر   .وي   { 0	}
  په ھغه صورت د څخه زيات شي بيا 2 شمير له وفضا  فرعیکه د  :  ټنو

 چېمونږ پوھيږو  په ډول  مثال د  .يد نه ي سره معادليافاد (3)و  ا (1) ليما 6.1

�ℝ)په 
,	ℝ)  کی  فضا وکتوریe1  , e2   وe3 قاعده اساسی وکتورونه 

(canonical basis) يعنی . جوړوي    >> e3   e1,e2 ,  = << ℝ�
    

    :Eندي ډول وټاکل شي په   H3و  ا H1 ,  H2  که

H1 = span(e1,e2)  ,  H2 = span(e2,e3 )  , H3 = span(e1,e3) 

  وا يد کی  	�ℝپه  ويفضا فرعی ونهسيت دا مخېله ليما   4.4د 
 H1 ∩ H2∩ H3 =   :که ځ.  دی { 0	}

x = (x1, x2, x3)	∈ H1 ∩ H2∩ H3 

    ⟹ ∃	k�, k�, l�, l�	, {�	, {� ∈ 	ℝ ;  
x = k�. e1 + k�. e2  = l�. e2 + l�. e3   = {�. e1 + {�. e3 

    ⟹ (x1, x2, x3) = (a1,0,0) + (0,a2,0) = (0,b1,0) + (0,0,b2)  
                          = (c1,0,0) + (0,0,c2) 
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    ⟹ (x1, x2, x3) = (a1,a2,0 ) = (0, b1,b2 ) = (  c1,0,c2) 
    ⟹ ( a1 = 0 ,  c1 = 0 )  ∧ ( a2 = 0, b1 = 0 ) 
                    ∧ ( b2 = 0, c2 = 0 )   
    ⟹ (x1, x2, x3 = (0,0,0)   ⟹  H1 ∩ H2∩ H3 = {	0 } 

�K مګر ∈ 	H�  ,  K� ∈ H�  وا K� ∈ 	H�   په ℝ�
 مستقل خطی کی 

 (lin-indp) د  ځکه که مونږ.  يد نه ℝ ∈ τ�	 τ�	, τ�	   ندي رابطه ولرو لپارهE
:    τ�	e� + τ�	e� + τ�	e� = 0   

   ⟹  (τ�	, 0,0)	 + (0,	τ�	, 0)	 + (τ�	,0,0	) = (0,0,0) 
   ⟹  (τ�	 + τ�	 , τ�	 , 0 )  =  (0,0,0) 

   ⟹  τ�	 +	τ�	 = 0  ∧  τ�	 = 0		 ⟹  τ�	 = −	τ�	 
  :يعنی. پورتني معادلي پاراميتري حل لري 

ÈÉÊ(�, D, �) = {(τ�	, τ�	, τ�	) ∈ ℝ�		│� = τ�		, D = τ�		, � = τ�		}  
                    =  {(τ�		, 0	, −τ�	}   

	�τ   2- له ھغه څخه .وضع شي 	�τ 2 = که کی  نتيجه پهو Eس ته راځي ا =	
 يات شي بياڅخه ز 2 شمير له وفرعی فضاکه د  چېوليدل شو  .دی نهمستقل  خطی

     .يد نه  ي سره معادليافاد (3)و  ا (1) په ھغه صورت د 

   (Dimension Formel )   : 6.2قضيه  

( V,	¸)  بعد  معين چې فضا وکتوریوه ي) ( Dimension  وا لري  H1,H2 

 :بيا.  يد کې  V  وي پهفضا فرعی

Dim(H1+H2) = dimH1 + dimH2 – dim(H� 	∩ 	H�	) 
  :چېکوو فرض ږ ونم :ثبوت

, v2 , v3,…., vm  >> v1  << =  H� 	∩ 	H�	  

شکل Eندي  (Basis)  یقاعد   H2و ا H1 کوEي شو د مخېی له قضي  5.4 د  
  : ته راوړو

H1 = << v1 , v2 , v3,…., vm,w1,w2,….,wn  >> 
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          H2 =  << v1 ,v2 ,v3,…., vm,u1,u2,….,uk >>              

 : چې کړو ثبوتد  اوس باي

<< v1 ,v2 ,..., vm,w1,w2,...,wn,u1,u2,...,uk >>       + H2 = 	H�  

 : ييعنی بايد ثبوت ش
( a )   

    < v1 ,v2 ,v3,…, vm,w1,w2,...,wn, u1,u2,...,uk  > + H2  = 	H�  
( b )  ونه دوکتور پورتني+ H2   	H�  مستقل خطی کې فضا وکتوریپه 

 ) lin-indep ( يد  
( a )   ثبوت:     ℎ ∈ H� +	H�  ⟹ ∃		ℎ� ∈ H1   ∧  ∃		ℎ� ∈ H2 ; h = h1 + h2 

�Y	∃  پس . دی �H	 v1 , v2 , v3,…., vm,w1,w2,….,wn  >  = >  چېڅرنګه  , ÇÃ ∈ ¸	(W = 1,2,… ,§	 ∧ j = 1,2,...,n ) ; 

   h1 =  ��v1  + ��v2 + … �Ìvm + Ç�	w1 +Ç�	w2+ ... + Ç,	wn 
پس     دي  H2  =   < v1 , v2 , v3,…., vm,u1,u2,….,uk  >    ھمدارنګه

  

   ∃	�Y 	′ , ÇÃ′ 	 ∈ ¸	(W 	 = 1,2,… ,§	 ∧  j = 1,2,…,k ) ; 

      h2 = ��′ 	v1 + ��′ 	v2 + …+ �Ì′ 	vm + Ç�′ 	u1 +Ç�′ 	u2+ … + ÇÒ′ 	uk 

 ⟹ h = h1+h2 = (�� + ��′ )v1 + (�� + ��′ )v2 + … 

                   + (�Ì + �Ì′ )vm   
                   + (Ç�	w1 +Ç�	w2+ ... + Ç,	wn  

                   + Ç�′ 	u1 +Ç�′ 	u2+ ... + ÇÒ′ 	uk ⟹ H� +	H� = <  v1 ,v2 ,….,vm,w1,w2,….,wn, u1,u2,….,uk  >     

:  که چيري مونږ ولرو  ( b ) : ثبوت   

��v1  + ��v2 + … �Ìvm + Ç�	w1 +Ç�	w2+ ... + Ç,	wn  

                 +Ç�′ 	u1 +Ç�′ 	u2+ … + ÇÒ′ 	uk  = 0      (*) 
v: = ��v1 +��v2 + …+�Ìvm + Ç�	w1 +Ç�	w2+ ...  
                               + Ç,	wn ∈ H1                   (**) ⟹ v + Ç�′ 	u1 +Ç�′ 	u2+ ... + ÇÒ′ 	uk  = 0 
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⟹ -v = Ç�′ 	u1 +Ç�′ 	u2+ ... + ÇÒ′ 	uk  ⟹  -v ∈ H2 ⟹ v ∈ H2 ⟹ v ∈ H� 	∩ 	H�	 ⟹ ∃	�Y′ 		 ∈ ¸ (i=1,2,3,…,m);  

        v = ��′ v�+ ��′ v� + ��′ v� +....+�Ì′ vÎ 
بايد په  پس . لري امکان  (lin-comb) ترکيبخطی  وفقط ي مخېله ليما    4.6د  
�Ç, Ç =…= 0 =  کې معادله  (**) =	Ç�  وي  

 : نيسي کل ش بيا Eندي معادله  (*)د  

��v1  + ��v2 + … �Ìvm +  Ç�Ö 	u1 +Ç�Ö 	u2+ … + ÇÒÖ 	uk = 0 

 خطیپس  .جوړوي  H2 د (basis)قاعده   وهي ونهوکتور پورتني چېڅرنګه 

 :پس بايد. دی ھم (lin-indep)مستقيل 

                ��=   ��= … = �Ì=   Ç�Ö 	=  Ç�Ö 	=  … = ÇÒÖ 	  = 0 

   : اوس کوEی شو وليکو  . شوھم ثبوت  (b) کېنتيجه  په

dim(H� 	∩ 	H�	) = m , dimH1 = m+n , dimH2 = m+k 

dimH1 + dimH2 = m + n + m + k = 2m + n + k 

dim(H� +	H�	) = m + n + k =  m + n  + m + k – m  

                       =  dimH1 + dimH2 – dim(H� 	∩ 	H�	)	 
 :تمرين 

( a )  H�: = {«(��, ��, ��		, �O	, �P) ∈ ℝP|	�� = ��} H�: = {«(��, ��, ��		, �O	, �P) ∈ ℝP|	�� = ��} 
dim(H1 + H2)     څودی 

( b )  ) ( V,	ℝ   و ا  فضا وکتوری وه د معين بعديH1  , H2  پهV کې فرعي 

∩dim(H1  که.   وي ديفضا H2) = 3 = 12 ,  ) dim(H1+H2   او  
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} w1 , w2 w5 , w4, w3 ,  {  قاعده يوه(Basis) دH2   بيا .وي dimH1 څودی. 
       

 همستقيم (  direct product  ته  (¸	,V )فضا وکتوری  وهي  6.2تعريف  
    :  چېشرط  دی په  .ل کيږي ويو افضفرعی   H1,H2,…., Hnد  )مجموعه 

( i )  V = H1 + H2 + ….. + Hn  

( ii )  hi ∈ Hi , hi ≠ 0  (i = 1,2,...,n) 

                        ⟹  h1,h2,.....,hn  lin – indep  
 دی وي په  n = 2  که .سره ښيو  ⨁ ⨁ V = H1 ⨁ H2	Hn .....  مونږ ھغه په

 H2 = {0}    H1 ∩ پرځاي ( ii ) کوي که د کفايت مخېله ليما   6.1د صورت 
  صدق وکړي

  
 (dimension )   بعد معين چېده  فضا وکتوریوه ي:  ( ¸	,V )   6.3قضيه  
 معادل له يو بل سره  يافاد بيا دا Eندي .يد V د ويفضافرعی  H2,H1  ولري ا

 : يد
( a )  V = H1 ⨁ H2 
( b )   H1 = << u1,u2,...,um >>  ∧  H2 = << w1,w2,...,wn >>    
                    ⟹ V = << u1, u2,...,um ,w1,w2,...,wn  >>  
( c )  V = H1 + H2  ∧  dimV = dimH1 + dimH2                                       

 : ثبوت 
(a) ⇐     (b)            

V = H1 ⨁ H2   ⟹	 H� 	∩ H2  = {0}     [  [   مخېله  تعريفد 

                       ⟹ dim(H� 	∩ H2) = 0 

   :ی شو وليکوEکو مخېله   ېقضي  5.4د   پس 
 V  = << u1, u2, u3,…., um , w1,w2, w3 ,….,wn>>              

(b) ⇐    (c)   
 چې يش ثبوت بايد ساو. دی  	⊇  V H1 + H2  چېمونږ پوھيږو 

 H1 + H2    ⊆ V   دی 

v∈ V   ⟹  ∃	�Y, ÇÃ ∈ ¸	(W = 1,2,… ,§	 ∧	 j = 1,2,…,n ) ; 

      v =  ��u1  + ��u2 + … �Ìum + Ç�	w1 +Ç�	w2+ … + Ç,	wn 
u:= ��u1  + ��u2 + … �Ìum  
w: = Ç�	w1 +Ç�	w2+ … + Ç,	wn ⟹  u ∈ H1   ∧   w ∈ H2   ⟹  v = u + w ∈ H1 + H2  
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 ⟹  V  ⊆  H1 + H2 
  : په نتيجه کې

    V = H1 + H2    ∧    dimV = m + n = dimH1 + dimH2  
 ( a)	⇐ (c)   

  :مخېله    (dimension formel) قضيې 6.2د   

dimV = dim(H1 + H2 ) = dim H1 + dimH2 – dim(H� 	∩ H2)  

    :پس . دی   dimV = dimH1 + dimH2  مخېله   (c)  درګم

dim(H� 	∩ H2) = 0 ⟹  H� 	∩ H2 = {0}   

                           ⟹ V = H1 ⨁ H2 

وه ي H1و ا لري  بعد معين n چېده  فضا وکتوری وهي  (¸	,V)  : 6.4 قضيه  
   چې ه دهموجود  V  په H2  فضافرعی  وهي بيا .کې ده    Vپهفضای  فرعی

  V = H1 ⨁ H2 شي  
  5.4بيا کوEي شو د  . وي u1, u2, u3,…., um    H1 >> = << که   :ثبوت  

   :وليکو  مخېله  قضيې
          V   = << u1, u2, u3,…., um, um+1,…., un >> 

 : کړو  تعريف په Eندي ډول  H2 مونږ  که
H2 = span(um+1,…., un ) 

H2 په فرعی فضا له مخی يوه يمال 4.4 د V  چېکې ده اوڅرنګه   
  um+1,…., un پس. وکتورنه خطی مستقل دی:  

H2 = << um+1,…., un>> 
 V = H1 ⨁ H2  پس ليکلی شو. صدق کوې قضيه 6.3  د (2)په نتيجه کې  

�ℝ)د     6.1مثال  
,	ℝ)    کې فضا    وکتوریپهH1  H2 ,  وا H3     ونهسيت  

      : دی شوي ريفتع  Eندي

    H1:=	3(v, 0) ∈ ℝ�	ü	v ∈ 	ℝ		4 ,  H2:=	3(0, v) ∈ ℝ�	ü	v ∈ 	ℝ		4 ,    
 H3:=	3(v, v) ∈ ℝ�	ü	v ∈ 	ℝ		4 

 ( a )  ی شو  ه اسانیپEچېکړو ثبوت سره کو H1  H2 ,   واH3    فرعی 

�ℝ په ويفضا
  يد کې  
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( b )   دH1 قاعده   وه ي(Basis) (1,0)  د  = e1  د , کتور و H2    
     : يعنې . دی وکتور  = u   (1,1)  د   H3 د اووکتور  e2 (0,1) =  د 

H1 = << e1 >> , H2 = << e2 >> , H3 = << u >>  , 
dimH1  = dimH2 = dimH3 = 1 

 دی کې H1 په  (lin-indep)مستقل   خطی e1  چېپه ډول مونږ پوھيږو مثال  د 

   e1  وا w (w1,0) = ځکه که   . يو دی H1ه م پھشميرووکتور مستقل خطید وا

,��  دبايد صورت  دی په. کې وي   H1 په  ونه وکتور مستقل  خطی �� ∈ ℝ 

 وکړيافاده صدق Eندي   لپاره

��. K� + ��. J = 0   ⟹  �� = �� = 0 
w = (w1,0) = w1(1,0) = w1e1 ⟹ w1e1 + (-1. W) = 0 
                                            ⟹  e1, w lin-dep 

  . دی  dimH1 = 1و  ا کيداشي<<H1 = <<e1 يوازي   پس

( c )   = H1 + H3 ℝ�
  ،  = H2 + H3 ℝ�

�H1 + H2 ℝ =و  ا  
 

x = (x1,x2) ∈ ℝ�
  

             ⟹	x = (x1,x2) = (x1-x2,0) + (x2,x2) ∈ H1 + H3  

             ⟹              ℝ� ⊆ H1 + H3 

�ℝچېله بلي خوا پوھيږو     
 ⊆ H1 + H3   کېنتيجه په . دی:  ℝ�

= H1 + H3  
 

  .کړوثبوت  حاEت  ھمدارنګه کوEي شو نور
  ( d )     {0} =  3 H  ∩ H2  =  3 H   ∩ H1  =   2 H   ∩ H1  

h ∈H1 ∩ H3   ⟹ ∃ h1, h2∈ 	ℝ  ; h = (h1,0) = (h2,h2) 
                    ⟹ h2 = 0  ⟹ h1 = h2 = 0 
                   ⟹ h = (0,0)  ⟹ H1 ∩ H3   = {0} 

 په ساس   ليما   6.1د  کې نتجهپه  .کړوثبوت  حاEت  ھمدارنګه کوEي شوپاتي

         :ليکلی شو

ℝ�
 = H1 ⨁ H2   ,     ℝ�

 = H1 ⨁ H3    ,  ℝ�
 = H2 ⨁ H3 
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�ℝ)د  : 6.1تمرين 
,	ℝ)   کې فضا وکتوری پهH1  H2 ,   ,  H3   وا  H4  

     :يد ويش تعريف په Eندي ډول ټونهسي

H1:=	3(v, 0,0) ∈ ℝ�	ü	v ∈ 	ℝ		4 ,   H2:=	3(0, v, 0) ∈ ℝ�	ü	v ∈ 	ℝ		4 , 
H3:=	3(0,0, v) ∈ ℝ�	ü	v ∈ 	ℝ		4  ,  H4:=	3(v, v, v) ∈ ℝ�	ü	v ∈ 	ℝ		4 

( a )      چې  کړيثبوت   ⨁ H4  ℝ�
 = H1 ⨁ H2     

( b )   ايا⨁ H3 ℝ�
 = H1 ⨁ H2  کويصدق  ھم  رابطه  ? 

  H1  , H2و ا لري بعد معين چې فضای وکتوری وي   ℝ	V, ) (  :6.2تمرين 
  و  ا    H1  dim ، dimH2 = 12 8 = که .دي V  د ويفضافرعی 

 >> u4 ∩	H2  = << u1 , u2, u3 ,  H1  وي.  ) dim(H1+H2  پيداکړی.    
⨁ H2  وا   dimH1 ، dimV = 10  =  4 که :6.3تمرين  	 V = H1   وي، بيا    

  dimH2څودی          
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  فصلاوم 
  ميپنګ خطی  

(  linear mapping  ) 

  تابع وهي. يد ويدوه وکتوری فضا (¸	,W) وا 7.1 : (¸	,V)عريف ت
   W → L: V خطی ميپنګ  د( linear   mapping   ) که  ،په په نوم ياديږی

 خواص ولري يچيري Eند

   u,v 	∈ V   , Æ ∈ ¸ 

 ( 1 )  L(u+v) = L(u) + L(v) 

( 2 )    L(Æu) = 	Æ. L(u) 
په ځينو کتابو کې . ل کيږيويھم   تابع خطی اوياخطی نقش خطی ميپنګ ته 

linear mapping     د  lineartransformation   ، operator  ا  د ويا 
homomorphism  که يو خطې ميپنګ  . ياديږي په نوم ھمinjective   وې د
monomorphism   په نوم کهsurjective د   وېepimorphism  په نوم او

   . ياديږي په نوم    isomorphismد وي bijective  که
            ل کيږيويورته   endomorphism صورت په دېوي  V = W  که
ورته    automorphism  ، بياھم وي  bijective  چې   endomorphismوي

    .ل کيږي وي
په  Wاو   Vد ځينې خطې ارتباطات  په واسطهخطې ميپنګ   W → L: V يود 

L  :دمثال په ډول. کې Eسته راځيمينځ  ∈ �=k.(L�	, L�,...,	LÓ 	)	 ⇒ É(L) ∈ �=k.(	É(L�), É(L�), … , É(LÓ)) 
v1, v2,……, vn  lin-dep  ⇒  L(v1), L(v1), …., L(vn)  lin-dep L = 	Æ�L� + 	Æ�L� +	…+ ÆÓLÓ  ⇒ L(L) = Æ�É(L�) + Æ�É(L�) +	…+ ÆÓÉ(LÓ) 

  :بيا. وې  Isomorphismيو  Lکه  
v1, v2,……, vn  lin-indep  ⇒  L(v1), L(v1), …., L(vn)  lin-indep 

  .کې ده  Wيوه فرعې فضا په  L(H)بيا  . کې وې  Vضا په  فرعې ف يوه  H  که

  دی ويفضا وکتوریه دو (¸	,W)  وا  (¸	,V)  :7.1 مثال 



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

128 
 

( a )         ندیEميپنګ خطی وتابع  ي  (lin-map) دی  
f :  V  	⟶  W 

            v  ⟼ f(v) = 0 

( b )  نھمEميپنګخطی  وي  تابع   دي دارنګه دا  lin-map ید  

id:V	→	V 

   v → v 

�ℝ)د  ونږم :  7.2مثال  
,	ℝ)    کی نيسونظر په فضاوکتوری      

                                    É ∶ ℝ	� 								⟶						ℝ	� 
                                (x1,x2,x3 )	⟼  (x1+x2,x3,0) 

L   ميپنګخطی يو  (lin-map)   ځکه . دی:   

x = (x1,x2,x3), y = (y1,y2,y3) ∈ 	ℝ�
  , 	Æ	 ∈ ℝ 

L(x +y) = L((x1,x2,x3) + (y1,y2,y3))  
            = L(x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) 
            =  ((x1 + y1) + (x2 + y2), x3 + y3, 0) 
           = (x1+ x2, x3, 0) + (y1+ y2,  y3, 0 ) 
           = L(x1,x2,x3) + L(y1,y2,y3) = L(x) + L(y) 
L(Æx) = L(Æ (x1,x2,x3)) = L(Æ x1,	Æ x2,	Æ x3)  
           = (Æ x1+ Æ x2,	Æ x3, 0) = Æ (x1+ x2, x3, 0) = Æ L(x) 

  ید (lin-map)  ميپنګ خطی وي  L  چېثبوت شو 

�ℝ)ونږد م :  مثال
,	ℝ) ندي .کې نيسونظر   په فضا وکتوریE   تابع     

automorphism  ده  

É ∶ ℝ	� 		⟶					ℝ	� 
        (x1,x2 ) 		⟼  (2x1 ,x2 )  

اوس غواړو ثبوت . دی bijective   يو  L چېمثال کي مووليدل  1.4په  : حل
 دی (lin-map) گميپن خطی L  چېکړو 

x = (x1,x2), y = (y1,y2) ∈ 	ℝ�
  , 	λ ∈ ℝ 

L(x +y) = L((x1,x2) + (y1,y2 ))  
            = L(x1 + y1, x2 + y2 ) 
            =  (2.(x1 + y1)  , x2 + y2)  
            = (2.x1+ 2. y1) ,  x2 + y2)  
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           = (2.x1, x2) +(2. y1, y2 ) 
           = L(x1,x2 ) + L(y1,y2 ) = L(x) + L(y) 

L(	λx) = L(	λ (x1,x2 )) = L(	λ x1,		λ x2 )  

           = (2	λ x1, 	λ x2 ) = 	λ (2x1, x2 ) = λ L(x) 
 .دی automorphismيو  L چېثبوت شو 

,¶)�  . دی Interval  وي  ⊇ ℝ I = [a,b]    : 7.3مثال  ℝ) :		= Ap: ¶		 → ℝ	B	p	{�.�W.�K(			دی	متما	)	C 
 

,¶)�) چېمونږپوھيږو   ℝ),	ℝ)  ده فضا ریوکتو وهي  
s: �(¶, ℝ) ⟶ℝ 

                           f  		⟼  8 p(�)s�~²  

s ميپنګ   خطی وي(lin-map) ید 

	Æ	x,   :حل  ∈ ℝ     
f,g ∈ �(¶, ℝ) , s(f+g) = s(f+g)(x) = s(f(x) + g(x)) 

                                = 8 (p(�) + u(�))s�~²  

 

                                = 8 	p(�)s� + 8 	~² u(�))s�~²   

                             = s(f) + s(g) 

Eچېی شوثبوت کړو ھمدا ډول کو f) = Æs(f)  s(Æ  صدق کوي  
                 : 7.1تمرين  

( a )    ندی پهEکی  تابعb ميپنګ خطی چې،  واخلیقيمت  کوم (lin-map)  شي  
L: ℝ ⟶ 	ℝ 

        x ⟼ ax + b 

  ( b )ندي اياE  په تابع ) (	ℂ ,	ℂ ميپنګ خطی وي کی فضا  وکتوری  ℂ − 	"W. − §k=	)	   ( دی  

                                    É ∶ ℂ	 ⟶ 	ℂ 
                                         z 			⟼   zú 

 ( c )  ندي اياE  په تابع ) (	ℂ ,	ℝ  ميپنګخطی  وي کی فضا وریوکت  ℝ− "W. − §k=	)	   (  ید  

                                    É ∶ ℂ	 ⟶ 	ℂ 
                                           z 			⟼   zú 



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

130 
 

  ( d )   ند چېکړی ثبوتEپه تابع  ې  ) (		ℝ� ,	ℝ  خطی وي کی فضا وکتوری 
   دی  (lin-map) ميپنګ

                                 É	 ∶ ℝ	� 						⟶					ℝ	� 
                                   (x1,x2  ) 			⟼  (2x1 , x1 – x2) 

É .   يد ګانيفضاوکتوری  (¸	,W)و ا (¸	,V)  : 7.1 ليما  ∶ V	 → 	W  ،    ¸   Æ,µ ∈    ،    u,v,0v	∈ V    0  اوw ∈ W . بيا :  

( a )   L lin-map   ⇒  L(0v) =  0w   ∧	   L(u – v ) = L(u) – L(v) 

( b )   L lin-map   ⇔  L(Æ. u + 	µ. v ) =   Æ. L(u) + 	µ. L(v) 
     (a)   ثبوت:                                                               

  L( 0v) = L(0. 0v) = 0.L(0v) = 0w 

  L(u – v ) = L(u  + (–) v )   =   L(u) + (–1) L(v) 

                =   L(u)  – L(v) 

  (b)  ثبوت :  

“    „⇒   

L  lin-map  ⇒  L(Æ. u + 	µ. v ) =  	L(Æ. u ) + 		L(µ. v )  

                                            = Æ. L(u ) + 	µ. L(v ) 
“ ⇐”    

L(Æ. u )  =  		L(	Æ. u + 0.v ) = Æ. L(	u ) + 0.L(v) = Æ. L(	u ) 

Æ 1 =  ونږم که = µ  په دی صورت. کړو وضع : 

L(u + v ) = L((Æ. u  + 	µ. v ) = 	Æ. L(u) + 	µ. L(v) = L(u) + L(v) ⇒  L lin-map 

    دی  (lin-map)  ميپينګخطی  وتابع  ي داEندی  :  7.4مثال  

É ∶ ℝ	� 				⟶					ℝ	� 
                                              (x1,x2  ) ⟼  (-x1 ,  x2)  
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  .کواستفاده  څخهليما   7.1د  لپاره حل د : حل

 ℝ				 Æ		,µ	 ∈	  ,   		∈ ℝ	� x = (x1,x2) , y = (y1,y2)  

L( Æ. x  + 	µ. y ) = L((Æ x1, Æ x 2 ) + (µy1, µy2)) 

                          = L((Æ x1 + µ y1) + (Æ x2 + µ y2)) 

                          = (-Æ x1 – µ y1, Æ x2 + µ y2) 

                         =  (-Æ x1 ,	Æ x2 ) + (- µ y1, µ y2)  

                    =	Æ	L(x)	+	µ	L(y)		
   ⇒ L lin-map 

Éو ا  يد فضا  وکتوری  (¸	,W)و ا (¸	,V)  : 7.2ليما  ∶ V	 → 	W  خطی وي 
∋ 	ÆÑ  (   i=1,2,...,n ) . .دی    -map)   (lin ميپنګ � ,   vi	∈ V   بيا  : 

( a ) L(λ� v1 + λ� v2 + ..... + λ� vn  )  

                   = λ� L(v1) + λ�L( v2) + ….+ λ�L( vn  ) 

( b )  v1, v2,……, vn  lin-dep  

                  ⇒  L(v1), L(v1), …., L(vn)  lin-dep 

( c )  V´ subspace ( فرعی  فضا  ) in V   ∧   

                        W´ subspace (  فرعی  فضا )  in  W 

        ⟹	  L(V´) subspace in W    ∧    L-1(W´) subspace in V 

( d )  dim(L(V)) ≤ dimV 

( e ) L isomorph     ⇒  L-1 : W → V isomorph     

( a ) ثبوت: 
L(λ� v1 + λ� v2 + ….. + λ� vn  )  

                  =  L(λ�v1) + L(λ� v2 + ….. + λ� vn  ) 

                 = λ� L(v1) + L(λ� v2 + ….. + λ� vn  ) 
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 :   دی ډول ادامه ورکړو   بياه ھمپ ونږ دم که

L(λ� v1 + λ� v2 + ….. + λ� vn  )  

=  λ� L(v1) + λ�L( v2) + ….+ λ�L( vn  ) 

(b) ثبوت  :  
v1, v2,……, vn  lin-dep    ⇒  ∃		λÑ 		 ∈ ¸	(	i = 1,2, . . . , n			)  ,   (  دی نه صفر λÑ		 ټول  )  ;   ∑ λÑ	vÑ�Ñå�  = 0 

  ⇒ ∑ L(λÑ		vÑ�Ñå� ) = ∑ 	λÑ	L(	vÑ�Ñå� )  
                          = L(∑ λÑ	vÑ�Ñå� له مخې  ]     (  (a)  د    ] 

                           = L(0) = 0          [  ميپينګ  [  L خطی 

      ⇒  λ� L(v1) + λ�L( v2) + ….+ λ�L( vn  ) = 0 

      ⇒ L(v1), L(v1), …., L(vn)  lin-dep     

   (c)  ثبوت:     
L(V´)     په  فضا فرعیوه ي  W  ځکه. کی ده: 

( 1 )  0∈ V´  ⇒ L(0) = 0 ∈L(V´)  ⇒ L(V´)  ≠ ∅ 

( 2 )  w1,w2	∈L(V´)  ⇒ ∃ v1,v2 ∈ V´ ; L(v1) = w1 ,  L(v2) = w2 

                        ⇒ w1+w2 =  L(v1) + L(v2) = L(v1+v2) ∈	L(V´)   

( 3 ) w 	∈L(V´) ⇒ ∃  v  ∈ V´ ; L(v) = w λ ∈ ¸  ⇒	 λL ∈ �´     [ 	´V    ده  فضا وه وکتوریي  [   ځکه     

           ⇒ λJ = 	λÉ(L)  =  É(λL) ∈ L(V´) 

 کی ده W  په فضا فرعیوه  ي L(V´)   چېو ثبوت ش  
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L-1(W´)  په  فرعی فضاوه ي  V  ځکه. کې ده:  

L-1(W´)  = 	{L ∈ �	│É(L) ∈ W´} 
  :مخېليما له   7.1دی پس د    lin-mapيو  L چېڅرنګه 

L(0) = 0  ∈ W´  ⇒  0∈ L-1(W´)  ⇒ L-1(W´) ≠ ∅ 

 v1,v2 ∈  L-1(W´)   ⇒  ∃ w1,w2	∈ W´	 ; L(v1) = w1 ,  L(v2) = w2 

                      ⇒   L(v1 + v2   ) = L(v1) + L(v2)  =  w1+w2  ∈ 	W´ 
                    ⇒  v1 + v2 ∈	L-1(W´)      

v  ∈	L-1(W´)  		⇒ ∃  w  ∈ W´ ; L(v) = w λ ∈ ¸  ⇒	 	L(λv) = 	λL(v)  		= 	λJ	 ∈	 W´           

           ⇒ λL		 ∈	L-1(W´) 

  .کې ده   V په فضا  عیفر يو L-1(W´)  چېثبوت شو

 (d) چېڅرنګه   :ثبوت  L(V ) نظر  (b)   په فضا  عیفروه يته   W  وا کي ده 
 دھغه  (basis) قاعده  ونه يوه وکتور  w1,w2,w3, ….,wn   چې کوفرض ونږ م
 يعنی . ده

L(V) = <<w1,w2,w3, ….,wn >> 

  ∃ v1,v2,v3, ..., vn ∈ �	 ;  L(v1) = w1, L(v2) = w2,..., L(vn) = wn 

    ⇒ wi  = L(vi)  (i=1,2,....,n ) lin-indep  [  دهقاعده  وهي   wi   ځکه ] 

   ⇒ v1,v2,v3, ......, vn  lin-indep       [  له مخې  (  b)   د    ] 

 :يعنې. وي داسي نه هک
v1,v2,v3, ......, vn   lin-dep  
               ⇒  L(v1), L(v2), …., L(vn)  lin-dep  [ له مخې (b) ] 
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    v1,v2,v3, ......, vnپس بايد . دی وخواص د (basis)  يقاعد د خNف مګردا 
کي د  فضا وکتوریپه  چې، ولوستل  کيقضيه  5.1په   ونږم. خطې مستقل وې

  مستقل خطی چې ید  )نیکور(فاميل  ووکتوره ويل ھغه د ونهوکتور دقاعدی 
) lin-indep (  پس  . دي: 

n   ≤ dim V  ⇒ dim(L(V) ≤ dimV 

(e)   ثبوت:  

w1,w2∈ H  ⇒ ∃ v1,v2  ∈ � ;   w1 = L(v1)  ∧		 w2 = L(v2)    [  L-isom کهځ   ] 

 ⇒ v1 = L-1(w1)  ∧  v2 = L-1(w2) 

L(λ�	v1 + λ�	v2 ) = λ�	L(v1) + λ�	L(v2) = λ� w1  + λ� w2     

 L-1∘L(λ�	v1 + 	λ�	v2 ) = L-1(λ� w1  + λ� w2 ) 

 ⇒    λ�	v1 + 	λ�	v2   = L-1(λ� w1  + λ� w2 ) 

 ⇒ λ�	L-1(w1) + λ�	L-1(w2) = L-1(λ� w1  + λ� w2 ) 

  ⇒  L-1  Lin-map  (   خطی     ميپنګ  )  

يو     L-1پس  . همعکوس تابع ھم بايجکتيف دبايجکتيف  د چېله بلي خوا پوھيږو 
isomorph   دی.  

    :بيا.   دی فضاوکتوری   (¸	,W)و  (¸	,V)     ,  (¸	,U) :  7.3ليما

 f∶ U	 → 	V lin-map  ∧   u ∶ V	 → 	W lin-map 

              ⇒ g∘f: U	 → W  lin-map 

 )يعنې ترکيب ددوخطې ميپګوھم خطي ميپنګ دی ( 

∋u1,u2   :ثبوت  ;  , u  و ا   λ ∈ ¸ 

g∘f(u1+u2) = g∘ (f(u1+u2)  
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                = g(f(u1) + f(u2) )     [    ميپنګ خطی f  ځکه  ] 

                 = g∘f(u1) + g∘f(u2)       [      ميپنګخطی  g  ځکه  ] 

 .دي    g∘f( λ u ) =  λ g∘f(u )  چېکړو ثبوت  کوEی شو په ھمدي ډول

  يد (Lin-Map) ميپنګ  خطی توابع  داEندي چېکړي ثبوت  : 7.2تمرين   
 ( a )      

 É	 ∶ ℝ� 			⟶				ℝ�				 
                                 ( x1, x2 ) ⟼  (3x1+2x2, x1) 

( b )                                                                                                          

 É ∶ ℝ� 			⟶					ℝ�
 

                                 (x1,x2  ) 			⟼  (2x1+x2,x1,2x2) 

(c)  

                                 É ∶ ℝ� 		⟶					ℝ�
 

                                 (x1,x2  ) ⟼  (x1,-x1,x2) 
  

(d)  

                               É ∶ ℝ� 		⟶					ℝ�
 

                             (x1,x2,x3  ) ⟼  (x1-x2,2x1+3x2+2x3) 
 

(e)  

                           É ∶ ℝ� 		⟶					ℝ�
 

                          (x1,x2,x3  ) ⟼  (x3,2x1 ,x2) 
 

Éو ا يد ويفضا وکتوری (W,k) ، (¸	,V)  : 7.2تعريف   ∶ V	 → 	W و ي
  دی (Lin-Map) ميپنګ خطی

         Im(L): = L(V)                

        Ker(L):  = L-1(0) = 	{L ∈ �	│É(L) = 0} 
Im(L) د Image )رويتص  (و اKer(L)  د Kernel  ) نوم ياديږي )ھسته.  
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Éو ا ويوکتوری فضادوه  (¸	,W) ، (¸	,V)    : 7.4ليما   ∶ V	 → 	W و ي
  دی (Lin-Map) ميپنګ خطی

 ( 1 )  

   ( a )  Im(L)  فضا فرعیوه ي  (Subspace) په W ده ېک  

( b )     Ker(L)  فرعی فضاوه ي  (Subspace) په V کی ده 

( 2 )                 L surjective         ⟺	      Im(L)  = W 

( 3 )                L injective          ⟺      } Ker(L) = {0  

( 4 )  L  يوinjective   ∧  v1,v2, … ,vn   په  مستقل  خطی  V کی   
                ⟸    L(v1),L(v2),….,L(vn) پهمستقل    خطی  W کی         

( 5 )  

V = <v1,v2,….,vn> ⟹  Im(L) =   <L(v1),L(v2),….,L(vn)>   

  بيا. وې  isomorphيو   Lکه  ( 6 )

   V = << v1,v2,....,vn >> ⟹  W = << L(v1),L(v2),....,L(vn) >> 
 
  :ثبوت ( 1 )   

  ( a ) له مخی د ليما  2 .7د :  ثبوتIm(L)  په فضا  فرعیوه ي W  هرھ ځکه. ده 
    .ده  فضا فرعی لهخپ په  فضاوکتوری 

)  b (   0        :ثبوت ∈ �	  ⇒    L(0) = 0      [ ليما      مخېله  7.1   [     د
             ⇒  0 ∈ ker(L)    ⇒   ker(L)  ≠ ∅                                                  
 u,v ∈ Ker(L)  ⇒   L(u) = 0   ∧   L(v) = 0 
             ⇒   L( u + v ) = L(u) + L(v) = 0 + 0 = 0 
             ⇒  u + v ∈ Ker(L)  
u	∈ Ker(L) , λ ∈ ¸    
L(λu) = λL(u) = λ. 0 = 0    ⇒  λu ∈ Ker(L) 

  .کی ده  V په  (Subspace)  فضا فرعیوه ي Ker(L)  چېشو ثبوت  
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⟸	”	  :ثبوت (2)   ده   ⊇	 W  Im(L)   چېمونږ پوھيږو   			”

L surjective ⇒ 		∀w ∈ W ,  ∃v ∈ V ; L(v) = w 

                   ⇒ 	w ∈ Im(L)   ⇒  W ⊆ Im(L) 

 W = Im(L)  په نتيجه کی
  وي  surjective وبايد ي Lپس . دی Im(L)  = W  چېڅرنګه   ”⇒	”

    :ثبوت (3) 
 :صورت  دی په. نه وي   Ker(L) = {0}  که   “⟸„

Ker(L) ≠ {0}  ⇒  ∃v ∈Ker(L) , v ≠ 0  ⇒  L(v) = 0 

0  چېله بلي خوا پوھيږو   ∈Ker(L)  پس. دی  

L(v) = 0 = L(0)   ⇒  v = 0                    [  [ ځکه  L  دیاينجکتيف  

  .دی   Ker(L) = {0}  چېاخلونتيجه  څخه دی له

,�		 V چيرته  که            “	⟹„ L	  په دی پس. وي   L(u) = L(v)  چېولرو  ∋
 :صورت 

L(u) – L(v) = 0   ⟹  L(u – v ) = 0  ⟹   u –v ∈ Ker(L) 
                          ⟹  u – v = 0  ⇒  u = v 
                          ⟹  L injective 

	kY		که   :ثبوت  (4)  ∈ K (i = 1,2,..., n ) چېوي موجود :    

a1L(v1)  + a2L(v2)  + ….. + anL(vn) = 0 =  	∑ 	kY	,Yå� É(LY) = 0      

   ⟹    L(∑ 	kY	,Yå� LY) = 0  ⟹   ∑ 	kY	,Yå� LY ∈ Ker(L)     
    ⟹      ∑ 	kY	,Yå� LY = 0   [ انجکتيف L   ځکه ] 

    ⟹ a1 = a2  = ..... =  an = 0   [ v1,v2,.... ,vn  lin-indep  ځکه ]  

    ⟹ L(v1), L(v2),....... , L(vn)   lin-indep ( خطی  مستقل  ) 
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 Vكولاي شو د   پس .دي  < V = <v1,v2, ….. , vn  ېچ هګرنڅ  :ثبوت  (5) 

و وکتور  v1,v2, …. ,vn  په شکل د  (lin-comb)ترکيب   خطید ھروکتور
<		  يعنی. وليکو ∈ V 	⟹	∃ a1,a2, … , an ∈ ¸ ; v = a1v1 + a2v2 + .... + anvn 

            ⟹ L(v) ∈ Im(L)	 ∧ 
      	             L(v) = L(a1v1 + a2v2 + .... + anvn)  
                           =  a1L(v1) + a1L(v2)  + .... + anL(vn)      
           	⟹  Im(L) = < L(v1),L(v2), …. ,L(vn) > 

  :ثبوت ( 6 )
L isomorph  ⟹ L  surjective  
                    ⟹ Im(L) = W  [  [ د (2) مخی له 
                    ⟹ W = <L(v1),L(v2),….,L(vn)>  [ له مخی    [ د (5)

  :له بلې خوا
V = << v1,v2,....,vn >>   ⟹  v1,v2,....,vn  lin-indep 
    ⟹	L(v1),L(v2),….,L(vn)  lin-indep      [ له مخی    [ د (4)

  :په نتيجه کی
W = << L(v1),L(v2),….,L(vn) >> 

 dimV = dimWپس . دقاعدو وکتورشميرمساوي دی  Wاو  Vد  چېه څرنګ
  . يد وېفضاوکتوری  (¸	,W)و ا(¸	,V)     : 7.1قضيه  
 …. , vn >>   V = << v1 , v2  و  اw1,w1,…., wn∈ W    . بيا 

É  (lin-map)  ميپنګ خطی وي يوازيفقط    ( 1 ) ∶ V	 → 	W چې  

        L(vi) = wi  ، 1,2 =لري وجود وي,…,n)    ( i  .  
( 2 )     Im(L) = span(w1,w2,....,wn)   

( 3 )    - indep lin  w1,w2,....,wn     L injective ⇔   
  
 .څخه دی ( 1 )د  کې ( 3 ) او    ( 2 )په  خطی ميپنګ Lالبته  

   : چېکړو بايد ثبوت  ونږم  :ثبوت        (1)
( a) ھغه ډول يوه L   ه دهتابع موجود    
( b )  L دی ميپنګ خطی وي 
( c )   دیموجود  ميپنګ خطیو ھغه ډول ي يوازيفقط  
( a )   ثبوت:    

  V = << v1 , v2 , .... , vn >> 
     ⟹    ∀	L ∈ �		∃		k�, k�	, … , k, ∈ ¸		; 
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                            						> =		k�	L� +	k�	L� +	… .+	k,	L,  
 يو يوازي پس فقط ده V د (basis)قاعده  وهي vn  v1 , v2 , .… ,    چېڅرنګه 

  :کوو تعريف  په Eندي ډول  L ونږم.  يد موجودa1, a2,….,an   اعدادډول  ھغه
            É ∶ V	 → 	W  

               v 			⟼  L(v) =   ∑ 	kY	,Yå� JY =	∑ 	kY	,Yå� É(LY)  
 W پهعنصر  لپاره يوازی يو vھر  ځکه د. تعريف درست دی L د چېليدل کيږي  

  ته موجود دیميپنګ   L  نظرکی 

( b )     شيثبوت  ېچدي كافي  له مخيليما  7.1 د        :    ثبوت ثبوت ثبوت ثبوت : 

L(λ. u + 	µ. v ) =   λ. L(u) + 	µ. L(v)   ( u,v ∈ �	, λ,µ ∈ ¸ ) 
,kY		∃	 :پس . دی  vn >>    , V = << v1 , v2 , ....  چېڅرنګه  lY	 	 ∈ K (i = 1,2,..., n );  

            u = ∑ 	kY	,Yå� LY  , v = ∑ 	lY	,Yå� LY 
   ⟹ 	λ. u = ∑ λ	kY	,Yå� LY   ,  µ. v  = ∑ 	µlY	,Yå� LY 
   ⟹		L(λ. u + 	µ. v ) = L(∑ 	(	λkY	`		µlY			,Yå� )LY 	)  
             =      ∑ 	(	λkY	`		µlY			,Yå� )JY   [ تعريف  له      مخې  L د  ] 

                       = λ(∑ 	(		kY		,Yå� )JY + µ(∑ 	(		lY		,Yå� )JY  
                       = λ. L(u) + 	µ. L(v) 

( c )         که : بوت ث   p ∶ V	 → 	W چېوې ميپنګ خطی وي ھم   

 = 1,2,...,n ) f(vi) = wi  (i   ی شو د. ويEھر   بيا کو∈ �  u  وليکو:   

    L(u) = L(∑ 	kY	,	Yå� LY	 ) = ∑ 	kY	,	Yå� JY	 = ∑ 	kY	,	Yå� p(LY		)                        
           = p(∑ 	kY	,	Yå� LY		) = f(u)                                                

                  ⇒		L = f                                                                  

   :ثبوت (2)

“⊆“ 
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  v∈ V  ⟹	 ∃ a1,a2, .... , an∈ ¸ ;  v = a1v1 + a2v2 + ....+ anvn 
           ⟹  L(v) ∈ Im(L)   ∧  
                L(v) = a1 L(v1) + a2L(v2) + ....+ anL( vn) 
                    = a1 w1 + a2w2 + ....+ anwn 

           ⟹  L(v) ∈ span(w1,w2,....,wn)  
           ⟹  Im(L) ⊆ span(w1,w2,....,wn) 

“⊇ " 

w∈ span(w1,w2,....,wn) 
         ⟹ ∃ b1,b2, .... , bn∈ ¸ ;  w = b1w1 + b2w2 + ....+ bnwn 
         ⟹   w = b1 L(v1 ) + b2 L(v2 ) + ....+ bn L(vn) 
                    = L(b1 v1  + b2 v2   + ....+ bn vn ) 
         ⟹  w∈ Im(L) ⟹   span(w1,w2,….,wn) ⊆ Im(L)  

      = span(w1,w2,….,wn)  Im(L) په نتيجه کی 

     : ثبوت  (3) 

 „⇒  دی بيا په .نه وي (lin-indep)مستقل   خطی w1,w2,….,wn  که  "
∋ a1,a2, .... , an ∃  :صورت  ¸ ; (a1,a2,...., an) ≠ (0,0,....,0) 

                   ∧  a1 w1 + a2w2 + ....+ anwn = 0 

     ⇒   a1 L(v1 ) + a2 L(v2 ) + ....+ an L(vn ) = 0 

     ⇒  L(a1v1 + a2v2 + ....+ anvn) = 0 

     ⇒ a1v1 + a2v2 + ....+ anvn ∈ Ker(L)  

 : اساس په ليما  7.4د پس  .دی injective  مخېي له فرضي د L چېڅرنګه 

Ker(L) = {0} ⇒  a1v1 + a2v2 + ....+ anvn = 0 

 v1 , v2,...,vn   پس . دی   (0,0,....,0) ≠ (a1,a2, .... , an)  چېڅرنګه 

دا دنوموړي وکتورو د مګر. کيدای نه شي   (lin-indep)مستقل   خطیونه وکتور
ونه وکتور  w1,w2,….,wnپس بايد    .کيږيواقع  کی تضاد توب سره په  قاعده

  .ويمستقل خطی 

 " ⇐ "  
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v∈ Ker(L)   ⇒ L(v) = 0   ∧   ∃ a1,a2, .... , an ;   
                                       v = a1 v1 + a2v2 + ....+ anvn 
                 ⇒ L(v) = a1 L(v1 ) + a2 L(v2 ) + ....+ an L(vn )   
                            = a1 w1 + a2w2 + ....+ anwn = 0       

     .پس.يخطی مستقل د   w1,w2,....,wn  چېڅرنګه  
   a1 = a2 =  .... =  an = 0       
    ⇒  v = 0   ⇒ Ker(L) = {0}  ⇒  L injective 

 (dimension formel for linear mapping)   7.2:قضيه
 (V,	¸)  و ا(W,	¸)  بعد معين چېوي فضاوکتوری   ( dimension ) و لري ا É ∶ V	 → 	W ميپنګ خطی وي (Lin-Map) بيا. دی: 

  dimV = dim(Ker(L)) + dim(Im(L)) 
  يا

                           dimV = dim(Ker(L)) + rank(Im(L))  
 

و  ا V  په فرعی فضاوه ي  Ker(L)  چېله مخی پوھيږوليما   7.4د  :ثبوت 
Im(L) په فرعی فضاوه ي  W ونږم که. لري ونهبعد معين دواړهپس . کی ده  

= p  dim(Ker(L)) وا = k  dim(Im(L)  کی صورت  په ھغه. کړووضع  ∈ 
W   w1,w2, …. ,wk ندی وکتورE يد موجود سره خاصيت ونه د :  

Im(L) = << w1,w2, …. ,wk>> 

  ده Im(L)  د ( Basis )قاعده   وهي ونهوکتور w1,w2, …. ,wk  عنیي

wi∈ Im(L)  ( i=1,1,…..,k)   

 ⇒    ∃ vi ∈ V ;   L(vi) = wi   (i=1,2,…,k) 

  Ker(L)   ≠   } 0 { : حالت لمړی 

 :  چېکړو  ثبوت ونږ غواړوم. وي  u1,u2,….,up>> = Ker(L)>>  که

V = << u1,u2,….,up, w1,w2, …. ,wk>> 

 : شيپس بايد ثبوت . ده V د  (Basis)قاعده   وهيونه وکتورپورتني  يعنی 
( a )  V =  < u1,u2,….,up, w1,w2, …. ,wk> 
( b )   u1,u2,….,up, w1,w2, …. , wk مستقلخطی  ونهکتورو  

  (Lin-indep ) يد  



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

142 
 

 v ∈ V , L(v) ∈ Im(L) 	∀    : ( a )ثبوت 
     ⇒ ∃ a1,a2, … , ak ∈ ¸ ;  
                   L(v) =  ∑ 	kY	ÒYå� JY   =  ∑ 	kY	É(ÒYå� LY) 
                          = L( ∑ 	kY		ÒYå� LY)    [   ميپنګخطی  L   ځکه ] 

    ⇒  L(v) – L( ∑ 	kY		ÒYå� LY)  = 0   

    ⇒  L( v –  ∑ 	kY		ÒYå� LY  )    
                       = L(v - 	a1v1 – a2v2 -   ..... - akvk ) = 0 
   ⇒  v - 	a1v1 – a2v2 -   ..... - akvk ∈ Ker(L) 

 :پس .  ده  Ker(L)  دقاعده  وهي  u1,u2,…,up  چېڅرنکه 
 ∃ b1,b2, … , bp ∈ ¸  ;   
                  v - 	a1v1 – a2v2  –   .....  – akvk  
                                                 =  b1u1 + b2u2 + .... + bpup    

       ⇒  v =  ∑ 		lY		:Yå� �Y   +    ∑ 	kY		ÒYå� LY 
  سيستم مولد وي .ته رسيږي  p + k  شميريي  چې ونه وکتور ليدل کيږي ھغه

 ) (Span د V  يعنی. يد:  
V =  < u1,u2,….,up, w1,w2, …. ,wk> 

( b ) د که  :ثبوت ¸ ∈  )  ai,bj  ( i=1,2,...,p   j= 1,2,...,k ندیE لپاره 
∑   وکړېمعادله صدق  		kY		:Yå� �Y   +    ∑ 	lÃ		Òßå� LÃ  = 0                  (∗) 

  ⇒  	L(∑ 	kY		:Yå� �Y + ∑ 	lÃ		Òßå� LÃ 	)	 =  L(0) = 0  [   7.1 ليما    ] 

  ⇒    		∑ 		kY		É:Yå� (�Y)   +    ∑ 	lÃ		É(Òßå� LÃ)  = 0 

 :پس . ديKer(L) ∈  (i=1,2,…,p ) ui    چېڅرنګه 

L(ui) =  0   (i=1,2,…,p ) 

 ⇒  ∑ 		kY		É:Yå� (�Y) = 0     ⇒  0  +  ∑ 	lÃ		É(Òßå� LÃ)  = 0 

∑    :پس . دی  wj L(vj) = ( j=1,2,…,k )  چېمونږ پوھيږو  	lÃ		É(Òßå� LÃ)   =   ∑ 	lÃ		JÃ 	Ò	ßå� 	 = 0 
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 ⇒    b1  =  b2 = ..... = bk  = 0    [  دی مستقل خطی  wj   ځکه    ]   

     ⇒     ∑ 	lÃ		Òßå� LÃ  = 0 

∑    اخلي  شکل   Eنديمعادله     (∗)کی نتيجه  په 		kY		:Yå� �Y = 0                                                                           

   ⇒   a1 = a2 = ....... = ap  = 0    [  دی مستقل  خطي  ui   ځکه   ]      
    ⇒     u1,u2,….,up, w1,w2, …. ,wk   Lin-indep 

 ونهوکتور   u1,u2,….,up, w1,w2, …. ,wk چېکړو ثبوت  اوس غواړو  
 : لري خواص  Eندي
( i )  سيستم  مولد چې ، ووکتور د فاميل وکوچنیترټول(gen-system)  د V     
  . دی     

( ii )  په  چې ،ووکتور د فاميل ويل ترټولو  V  مستقلخطی  کی 
  ( Lin-indep) يد.  

ھم    <V =  < u2,….,up, w1,w2, …. ,wk که دمثال په ډول : ( i )ثبوت  
      : صورت  دی په .وکړی صدق

 ∃ ai,bj ∈ ¸ ( i= 2,...,p   j= 1,2,...,k ) ;  

                u1 = a2u2 + a3u3 + ... + b1w1 + b2w2 + ... + bkwk  

       ⇒   a2u2 + a3u3 + ... + b1w1 + b2w2 + ... + bkwk  - u1 = 0 

       ⇒   u1 , u2 , …. ,up , w1,w2, …. ,wk  Lin – dep 

    .يد مستقل خطیدا وکتورونه  چېپورته وښودل شول مګر
  .ه کوي صدق ن   <V = < u2,….,up, w1,w2, …. ,wk  پس

 کوچنیو وکتور دترټولو  u1 , u2 , …. ,up , w1,w2, …. ,wkپه نتيجه کی   

  .شو وت بث  ( i )پس. دی V د  (gen-system)سيستم  مولد چې .فاميل

 بياھم چېوي موجود  V ∈ v  ويکه چيري   : ( ii )ثبوت 

 u1,u2,….,up, w1,w2, …. ,wk v, پهمستقل  خطی  V چېڅرنګه .  وي کی:  V	=		<	u1,u2,….,up,	w1,w2,	….	,wk>				⇒	∃		ai,bj ∈ 	¸ (	i=	1,2,...,p			j=	1,2,...,k	)	;																v	=		a1u1		+	a2u2	+	a3u3	+	...	+	b1w1	+	b2w2	+	...	+	bkwk		



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

144 
 

 ⟹  a1u1  +  a2u2  + ... + b1w1 + b2w2 + ... + bkwk  - v = 0 
 ⟹    u1 , u2 , …. ,up , w1,w2, …. ,wk , v    Lin- dep  

 ويلو وکتور دترټولو    u1 , u2 , …. ,up , w1,w2, …. ,wk چېثبوت شو 
 .ھم ثبوت شو (ii)او  يد (Lin-indep )خطی مستقل   کی  V  په  چېدی  فاميل

   : چېپه نتيجه کی ثبوت شو 
    V = << u1,u2,….,up, w1,w2, …. ,wk>> 
     ⟹  dimV = p + k = dim(ker(L)) + dim(Im(L))                            

 Ker(L) = { 0   {  :حالت م ويد
Ker(L) = {0}   
  ⟹  dim(Ker(L)) = 0  ∧   L  injective   [   مخېله   ليما  7.4  [  د  

 :صورت  دی په. وي  dimV = n   که
 ∃ v1 , v2 , …… , vn ∈ V ; V = << v1 , v2 , …… , vn>> 
      ⟹ L(v1) , L(v2) ,... , L(vn) Lin-indep  [  مخېله   ليما  7.4 د    ] 

                                                             :له بلي خوا

     V =  < v1 , v2 , …… , vn> 
            ⇒   Im(L) = < L(v1) , L(v2) , ……. , L(vn) > 
            ⇒     Im(L) =  << L(v1) , L(v2) , ……. , L(vn) >> 

            ⇒  dim(Im(L)) = n 
            ⇒  dimV = 0 + dim(Im(L))  
                          = dim(Ker(L)) + dim(Im(L)) 

 .سره ښيو   rk مونږ ھغه په ول کيږي اوي  L د  Rank  ته  dim(Im(L)  : ټنو 
  rk(L): = dim(Im(L)) يعنی   

  : په نظرکې نيسوتابع ونږ دا Eندي م : 7.5 مثال

                    É	 ∶ ℝ	� 				⟶					ℝ			                                                               
                      (x1, x2 )		⟼  x1 – x2 

 :وغواړوپيدا کړ
 ( a )    L  ميپنګ خطی وي (Lin-map)  دی  

( b )     Ker(L)    

( c )    قاعده (basis) د  Ker(L)  

( d )   dim(Ker(L))  



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

145 
 

( e )   Im(L) = ℝ 
(a) ثبوت:     

x = (x1,x2), y = (y1,y2) ∈ ℝ	� , λ ∈ ℝ 
L(x + y) = L((x1,x2) + (y1,y2))  = L(x1+y1, x2+y2)    

             = (x1+y1) – (x2+y2) 

             = (x1 – x2) + (y1 – y2) = L(x) + L(y) 

L(λx) = L(λx1,	λx2) = λx1 – λx2  = λ ( x1 – x2 ) = λL(x) 

  ⇒   lin-map 

(b)   ثبوت:  
x = (x1,x2) ∈ Ker(L)  ⇒   L(x1,x2) = 0   ⇒	 x1 – x2  = 0 
                                ⇒  x1 = x2 

  :پس  

Ker(L) = {(x1,x2) ∈ ℝ	� │x1 = x2  }  

           = { (r,r) │ r∈ 	ℝ } =  ℝ . (1,1) 
( c )   ثبوت:  v = (1,1)   دقاعده وکتور يوه Ker(L)  ځکه .  ده :  

  :کې ده او   �	ℝ په فضا فرعیوه ي   Ker(L)   مخې له ليما 6.4د    

x = (x1,x2) ∈ Ker(L)   ⇒ ∃  λ ∈ ℝ ;   
            x = (x1,x2) = (λ, λ)  = λ . (1,1) = λ . v 

    ⇒   ker(L) = < v > 
وکتور  v مخېله   ليما 4.5د  پس. دی  ≠	v = (1,1)  0 = (0,0)  چې څرنګه
 يوه قاعده د   v = (1,1) کې نتيجه په. دی  ( Lin-indep) مستقل  خطی

Ker(L)   يعی    .ده Ker(L) = << v >>  
(d) چېيدل ومول : ثبوت  Ker(L)  پس .  شمير يو دی ووکتوردقاعدی د

dim(Ker(L)) = 1     

( e )    ثبوت:     ∀ x∈  ℝ , ∃ (x,0) ∈ ℝ	�; L(x,0) = x – 0 = x 

            ⇒ L surjective   ⇒  Im(L) = ℝ 
 : ځکه . کويصدق ھم  يهقض  7.2د  له بلي خوا 
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dimℝ	� = dim(Ker(L)) + dim(Im(L))   ⇒     2  =   1  + 1  

بعد   مساوي معين  چې يد ويفضا وکتوری (¸	,W)و  ا (¸	,V)   7.3قضيه  
(Dimension) يعنی  . لريdimV = dimW = n  .که  W → L: V   

  :بيا . وي (Lin-map) ميپنګخطی وي

L injective    ⇔   L surjective 

   “ ⇒ “ ثبوت

L injective  ⇒   Ker(L) = {0}        [       7.4 مخېله ليما     ] 

                   ⇒  dim(Ker(L)) = 0  

dimV = dim(Ker(L)) + dim(Im(L))      [    7.2  مخېی له قضي ] 

 ⇒  n = 0 + dim(Im(L))   ⇒  dim(Im(L)) = dimW 

 ⇒ Im(L) = W        [   ده W   [   ځکه   Im(L)  د  فضا فرعیوه ي 

 ⇒   L surjective 

    : “⇐„  ثبوت

L surjective   ⇒ Im(L) = W   ⇒  dim(Im(L)) = n 

 dimV = dim(Ker(L)) + dim(Im(L)) ⇒  n = dim(Ker(L)) + n 

  ⇒  dim(Ker(L)) = 0  ⇒  Ker(L) = {0}  ⇒  L injective 

 , ℝ  A∈   A = (aij)	M(mxn, (  : 7.6مثال   

           LA : ℝ	� ⟶	ℝ	Î                                                               
                  x    ⟼    A.x  

 : وليکو  ډول کوEی شو په Eندي تابع LAد   

      LA : ℝ	�	 →		ℝ	Î     
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      � = Û��⋮�,	Þ ⟼   Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮kÌ� ⋯ kÌ,Þ. Û��⋮�,	Þ         

                             =	Ûk���� + ⋯ +	k�,�,⋮ ⋱ ⋮kÌ��� + ⋯ +kÌ,�,Þ 

LA ميپنګ خطیوي  (Lin-map) ھر   ځکه د. دیℝ	� x,y∈ و  اℝ ∈ λ  لپاره
  کوي صدق Eندي رابطه

         LA(x + y ) = LAx + LAy   , LA(λx) = λ LA(x) 

په نظرکې ونيسو ليدل   �	ℝ د  ( canonical basis)   قاعده اساسیکه مونږ 
Eس ته ) ستون (ستني  متريکس د  Aڅخه د   A.ei  (i=1,2,…,n) چېکيږي 
  په ډول مثالد . راځي 

� = Û��⋮�,	Þ ⟼   Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮kÌ� ⋯ kÌ,Þ. Û��⋮�,	Þ    

                         =	Ûk���� + ⋯ +	k�,�,⋮ ⋱ ⋮kÌ��� + ⋯ +kÌ,�,Þ 

LA(e1) = LA 	Û1⋮0	Þ = A.e1 = Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮kÌ� ⋯ kÌ,Þ. Û1⋮0	Þ = Û k��⋮kÌ�	Þ  

 : ليکوکي کوEی شو و يجهنتپه 

Im(LA) = A.	ℝ	� = span( A.e1, A.e2, …. , A.en) 
 : ځکه

A.	ℝ	� = { A.x │ x ∈ ℝ	�  } 

A.x	∈ A.ℝ	�   ⇒   A.x = Ûk���� + ⋯ +	k�,�,⋮ ⋱ ⋮kÌ��� + ⋯ +kÌ,�,Þ 
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   A.x  ترکيب   خطی وي(Lin-comb ) د  A.e1, A.e2, …. , A.en ځکه . دی
  :که مونږ ولرو

      ��		, ��		, ..... , �,		 ∈ ℝ		 ;  
                 A.x = ��	.	A.e1 + ��		. A.e2, …. , �,		.		A.en 

 ⇒ A.x = ��		. Û k��⋮kÌ�	Þ + ....... + �,		. Û k�,⋮kÌ,	Þ  

           =   Û��		k�� 	+ ⋯ +�,			k�,	⋮ ⋱ ⋮��		kÌ� 	+ ⋯ +�,		kÌ,	Þ 

  

 .پيدا کړو  		,� , ..... ,		�� ,		�� کې کوEي شو معادلهپه پورتني 

قاعده  يي   v1,v2,….,vn ℬ) = ( چې  وکتوری فضاوه ي (ℝ	V,) 7.4:قضيه   
(Basis)  د بيا. ده  V   اوℝ	�   وي يوازي فقطترمينځ  V  Lℬ	 :ℝ	� 	→  

Isomorphism  چې  ( ei) = vi 	Lℬ     (i=1,2,…,n)  (  دیموجود  .وي. 

  ي وکتورونه  ديقاعد اساسید   �	ℝپه  ei  دلته

  ميپنګ خطی  وھغه ډولي يوازيفقط   مخېله  قضيې  7.1د   :ثبوت 
 (lin-map)  د   له بلې خوا .لريامکانv1,v2,….,vn  ونه دوکتور V  ده قاعده  وهي 

  : پس
 V = << v1,v2,….,vn >>   ⇒  v1,v2,….,vn  lin-indep 

                            ⇒ Lℬ   injective   [  [ د   7.1  له مخې  قضيې

  له مخې   قضيې  7.3د  Lℬ  پس دی ،  � dimV = n = dim	ℝ   چېڅرنګه 

surjective په نتيجه کې  .ھم دی Lℬ  و ي Isomorphism   دی.  

  له يوبل سره (¸	,W)و  ا (¸	,V)  ويفضاوکتوری ه دو  7.3:عريف ت 
Isomorph وي  چېشرط  دی په دی  W L:V→  Isomorphism  وي جودوم 

  دی    W≅ V  ارنګهھمد ≅W Vھر . ښيو سره ≅W Vمونږ ھغه په    وا
.  لريبعد معين  چې دی ويفضاوکتوری ه دو (¸	,W)و ا (¸	,V)  : 7.5قضيه 

  : ياب
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               dimV = dimW      ⇔  V ≅ W 

"ثبوت  ⇒ 	"   

dimV = dimW= n   

 ⇒   ∃ v1,v2,….,vn∈ V    ∧  w1,w2,….,wn ∈ W ; 

             V = << v1,v2,….,vn>> , W = << w1,w2,….,wn>> 

دEندی خاصيت سره موجود    	→W L:V ميپنګ خطیو ي مخېله ی يقض 7.1د 
    :دی

L(vi) = wi    (i=1,2,…,n)                

 Ker(L) ={0} : 
u∈ Ker(L)  ⇒  u∈V  ∧  L(u) = 0 

    ⇒ ∃ a1,a2,….,an∈ ¸ , u =	a1v1 + a2v2 + …+ anvn ∑ 		kY		,Yå� JY 	 = 	∑ 		kY		,Yå� É(LY)  = L( ∑ 		kY	,Yå� 	LY	) = L(u) = 0 

 ⇒ a1= a2 = ...... = an = 0     [w1,w2,....,wn    lin-indep     ] 

   ⇒  u  = ∑ 		kY		,Yå� LY = 0  ⇒  Ker(L) = {0} 

   ⇒  L injective              [   مخېله 7.4 ليما   [  د   

 دی V ≅ W   پس .ھم دی surjective يو  L مخېله  قضيې  7.3د  

   “⇐„ثبوت 

V ≅ W   ⇒ ∃!  L: V → W ; L lin-map  ∧  L bijective 

   :يومعين بعد لري، پس ليکلی شو  V چې څرنګه  

V = << v1,v2,….,vn>>  
      ⇒ v1,v2,….,vn   lin-indep    
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       ⇒  L(v1)  , L(v2),….., L(vn)  lin-indep    [ د  7.4  مخېله ليما     ] 

      ⇒   dimV ≤ dinW 

 : له بلي خوا
V ≅ W   ⇒  W ≅ V  ⇒  dimW ≤ dimV 

    dimV = dimW      په نتيجه کې

 د وا دی ويفضاوکتوری  هدو  (¸	,W)و  ا (¸	,V)  : 7.4تعريف 
Hom(V,W)    ندی سيتE  دی ويشتعريف      

Hom(V,W): =  { L : V → W  | L lin-map (   ميپنګ  خطی   ) } 

 بيا . وي ويفضا وکتوریه دو (¸	,W)و  ا (¸	,V) که :     7.6قضيه  

Hom(V,W) د فضا فرعیوه ي  Map(V,W)  ده.  

  ته  (Field)ساحه   ¸ نظر Map(V,W)  چې کې مو وليدل مثال  4.1په  :ثبوت 
    . ده Map(V,W) Hom(V,W) ⊇  وا فضا وکتوری وهي

 : يبايد ثبوت ش
f,g ∈ Hom(V,W) , m∈ ¸   
  ⇒  (f + g) ∈ Hom(V,W)  ∧  mf ∈ Hom(V,W) 
 
u,v ∈ V , �, Ç ∈ K 

(f + g)(�� + 	ÇL) = f(�� + 	ÇL) + g(�� + 	ÇL)  
    = �p(�) + Çp(L) + �u(�) + Çu(L)  [  خطي ميپنګ f , g ځکه  ] 

    = �( f(u) + g(u) ) + Ç( f(v) + g(v) ) 

   =  �( f + g)(u) + Ç(f + g )(v) 

   ⇒ (f + g) lin-map    [ ليما   له مخې   [  د  7.1 

   ⇒ (f + g)	∈ Hom(V,W)  

   :له بلي خوا
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m.f(�� + 	ÇL) = m(�p(�) + Çp(L)) =  �. §. p(�) + Ç.§. p(L) 
                      = �. (§. p(�)) + Ç. (§. p(L)) 
      ⇒ m.f   lin-map   ⇒ m.f ∈ Hom(V,W) 

   ده  Map(V,W)  د  فضافرعی  وهي Hom(V,W)  چېثبوت شو 

يوه  Hو  ا lin-map وي  L : V → V    ,فضا وکتوری  (¸	,V) : 7.5تعريف 
 شرط دی په. ته ياديږي  L  نظرپه نوم  invariant  د H  .دهکې  V په فضا فرعی

                                          .وي   H  ⊆ L(H)    چې
   :ميپنګ لروخطی  کې Eندي وکتوری فضاپه   ℝ	ℝ� ,	) ( په  :مثال

                                 É ∶ ℝ	� 				⟶					ℝ	� 
                                (x1,x2  ) 			⟼  (2x1 , x1 - x2) 

H  ده مګر  فضا فرعی هيو invariant نظر  L ځکه. نه دی   

x =  (-2,2)	∈ H 

L(x) = L(-2,2) = (2.(-2), -2 – 2) = (-4, -4) ∉ H  ⟹ L(H) ⊈ H 

L  :  مثال  ∶ ℝ� 									⟶					ℝ�
 

 (x1,x2,x3 )			⟼  (-x2+x3, -3x1- 2x2 + 3x3, -2x1 -2x2 + 3x3) 

  :  سره کوEی شو ثبوت کړو اسانی په
( a )   L  ميپنګ خطیوي (lin-map)  دی 

( b )  د H  = { (x1,x2,x3) ∈ ℝ�
 │ x3 = x1 + x2 }  په فضا فرعیوه ي  ℝ�

  

  نیيع. دی  invariant  وي ته  Lنظر  H چېوښيو اوس غواړو . کې ده

  H  ⊆ L(H)  

x = (x1,x2,x3) ∈ H  ⇒  x3 = x1 + x2 

L(x) = L((x1,x2,x3) ) 
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      = (-x2+x3, -3x1- 2x2 + 3x3, -2x1 -2x2 + 3x3) 

= (-x2+ x1 + x2 , -3x1- 2x2 + 3(x1+x2) , -2x1 -2x2 + 3(x1+x2) ) 

 =  (-x2+ x1 + x2, -3x1- 2x2 + 3x1 + 3x2, 

                                     -2x1 -2x2 + 3x1 + 3x2) ) 

 = ( x1 ,  x2,  x1 + x2 ) ∈ H 

 ⇒ H  invariant 

 Eندی سيت    ¸)	Hom(V, د وا هد وکتوری فضا يوه  (¸	,V)  : 7.6تعريف 

      دی ويشتعريف 

Hom(V,	¸): =  { L : V → ¸  | L lin-map (   ميپنګ  خطی   ) } 
اوھغه  هد وکتوری فضاته يوه  ¸	ھم نظر  ¸)	Hom(V,قضي  له مخي  7.6د 

  :يعني. سره ښيو (¸	,*V)په  مونږ
(V*,	¸):= Hom(V,	¸) 

  .په نوم ياديږي dual spaceد   Vد  *V وکتوری فضا  
په Eندي ډول  ∗LY او يې يوه قاعده وي  vn,…, v2,v1معين بعد ولرې او  Vکه 

 ¸ → LY∗ : V  :تعريف شوی وي
vj  ⟼ LY∗(LÃ) = ÂYÃ	      ( i=1,2,3,…,n  ∧ j=1,2,3,…,n) 

يوه  LY∗  (i=1,2,...,n) پدي صورت کي. سمبول دی kronecker   د  	ÂYÃالبته 
 *dimV = dimVجوړوي او *Vد  (basis)قاعده 

,�ℝ)مونږ : مثال ℝ)  وکتوري فضا داساسي قاعده(canonical basis)  سره په
  :Eندي شکل لري dual spaceي فضا وکتور �ℝد . نظرکې نيسو

(ℝ� )*:=Hom(ℝ�,	ℝ	) = { L: ℝ� → ℝ	| L lin-map ( ميپنګ   طیخ  )} 
,�Æ جوړوي *( �ℝ)يوه قاعده د  ∗�Kاو  ∗�Kغواړوثبوت کړو چې  Æ� ∈ ℝ ; Æ�K�∗ + Æ�K�∗ = 0  ⇒ 

   
	Æ�K�∗(K�	 ) + Æ�K�∗(K�	 ) = Æ�Â��	 + Æ�Â��	 = Æ�. 1 + Æ�. 0 = 0 

   Æ�K�∗(K�	 ) + Æ�K�∗(K�	 ) = Æ�Â��	 + Æ�Â��	 = Æ�. 0 + Æ�. 1 = 0 
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⇒ Æ�= 0 	∧  Æ�= 0  ⇒ K�∗,	K�∗  lin-indep 
 

 .ده *( �ℝ)د  (basis)ليما له مخي يوه قاعده   5.4د  ∗�Kاو  ∗�Kپه نتيجه کې  
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    فصل اتم 

  و متريکسا نګپمي خطی  

( Linear Mapping and Matrix )  

 دھغه مربوطهوا (lin-map) ميپنګخطی و ي دارتباطات غواړوفصل  په دې

 چې دي ويفضا وکتوریه دو)  ,ℝ W (  او  ( V, ℝ) . کړومتريکس مطالعه 
   . لري  (dimension)بعد  معين 

 = (v1, v2,…..,vn)   ℬ  دقاعده   وهي V  , w1, w2,…..,wm) = ( ℬC  وهي 
مربوطه متريکس  Lمونږ د  . دی ميپنګ خطی وي  L:V →  Wو  ا W دقاعده 

ℬℬC* په وتهقاعد   ℬCو ا ℬنظر  		(É)  يعنی . سره ښيو:  

*ℬℬC 		(É) = (	kYÃ)	 ∈ M(mxn, ℝ ) 

  .انتخاب شويدهقاعده  codomainد  ℬCقاعده او domainد  ℬ  البته دلته

	ℬ*  په متريکس وي بيا د ھغه مربوطه   ℬ  = ℬC    که  		(É) ښيو.  

متريکس  مربوط  L د پس. دی dim(W) = mو  ا  dim(V) = n  چېڅرنګه 
m  سطر(کرښي (و اn ستني)لري) ستون.    
  8.1:ليما  

( a )   د ھرℝ	Î L :ℝ	� 	→   ميپنګخطی(lin-map)   وي  يوازيفقط  لپاره 
A∈ M(mxn,	ℝ )       يقاعد اساسی نظر  متريکس (canonical basis) ته     

  : سره موجود دیخاصيت  Eندي د    

L(x) = A.x    (∀  � ∈ ℝ	�   ) 
   .متريکس دی ستونی  دلته  x البته     

( b )    ھر د A∈ M(mxn,	ℝ )  نديد ميپنګ يوازي يوخطي  متريکس لپارهE   
 : سره موجود دیخاصيت    

L :ℝ	� ⟶ ℝ	Î 
     X ⟼ A.x 
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 (a) که  :ثبوت  e1,e2,…..,en   قاعداساسي  (canonical basis)  د ℝ	�  

,�K̃�, K̃و  ا … . . , K̃Ì د  ℝ	Î  ی شو وليکو .ويEبيا کو:      

ℝ	� = << e1,e2,…..,en >>  ,  ℝ	Î = <<  K̃�, K̃�, … . . , K̃Ì  >>  

x = (x1,x2,.....,xn ) ∈ ℝ	�	 
   ⇒  ∃! a i ∈ ℝ  ( i=1,2 ,...,n) ;  x = a1e1 + a2e2 + .... + anen 

�����⋮�,	�  = a1 �10⋮0	�  + a2 �01⋮0	� +  …..  + an �00⋮1	� = �	a�a�⋮a�	�    

   ⇒	 a1 = x1 , a2 = x2 , …….,  an = xn 

 L(x) = L(x1e1 + x2e2 + …. + xnen )  

        =  x1 L(e1 ) + x2 L(e2 ) + …. + xn L(en ) 

∋چېڅرنګه  ℝ	Î	   L(e1 ) ,  L(e2 ) ,  …. ,   L(en ) کوپس  ي ،دE ی
  :شووليکو

∃!  a 11, a21 , ....,  am1 ∈ ℝ     ;  

        L(e1) = a11K̃� + a21	K̃� + ….. + am1K̃Ì 

              =  a11 �10⋮0	�  + a21 �01⋮0	� +  …..  + am1 �00⋮1	�  

             = � 	a��a��⋮aÎ�	�   
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. پيدا کړو L(e2 ) , .... ,  L(en ) د يا ميپنګتصوير په ھمدي ډول کوEی شو
  :يعنې

L(e2) =  � 	a��a��⋮aÎ�	�  , ….. , L(en) =  � 	a��a��⋮aÎ�	�   

متريکس   Aد يو بل ترڅنګ وليکل شي د   L(ei)  (i=1,2,…,n)   که چيري
  :يعنی. Eسته راځي

A = ( L(e1 ) ,   L(e2 ) , …. ,  L(en ) )  

    =    �k��							k�� 						……				k�,	k�� k��	 ……					k�,		⋮ ⋮ ⋮					⋮	kÌ� kÌ� ……			kÌ,
� 

  :  چېليدل کيږي  

L(x) =  x1 L(e1 ) + x2 L(e2 ) + …. + xn L(en ) 

        = � 	a��a��⋮aÎ�	� . x1 +  � 	a��a��⋮aÎ�	� . x2 + …… + � 	a��a��⋮aÎ�	�  . xn 		         
        = Û a��		. x� + a��	. x� +	…+ a��	. x�⋮ ⋮ ⋮aÎ�		. x� + aÎ�	. x� +	…+ aÎ�	. x�Þ  

        = Ûa��				a��		 		…	 a��		⋮ ⋮ ⋮aÎ�			aÎ�		 		…	 aÎ�		Þ   .  � 	x�	x�	⋮xÎ�	� 

        =  A.x 

ی قاعد اساسی متريکس نظرد خطي ميپنګ مربوطه  چېپورته وليدل شول    :ټنو 
    :ته په Eندي شکل Eس ته راځي



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

157 
 

L(ei) =  � 	a�Ña�Ñ⋮aÎÑ	�          ( i = 1,2,…,n ) 

 L(ei)  ددا بيا  چې يد )ستون(ستني متريکس  دلته د مربوطه  
 K̃�, K̃�, … . . , K̃Ì  يد ضرايب خطي ترکيبوکتورونو د  .  

بيا په عمومي ډول . ه وين (canonical basis)  قاعده اساسیقاعده که مګر
    .نه کوي صدق رتني رابطه  پو

 يوازی يو ھغه ډول متريکس موجود دی چېاوس غواړوثبوت کړو

ℝ	Î = <<  K̃�, K̃�, … . . , K̃Ì  >> 

      ⟹ K̃�, K̃�, … . . , K̃Ì lin-indep 

       ⟹ ∃!  a1i, a2i , ....,  ami ∈ ℝ    ; 

             L(ei) = a1iK̃� + a2i	K̃� + ….. + amiK̃Ì    

                     = � 	a�Ña�Ñ⋮aÎÑ	�          ( i = 1,2,…,n ) 

ې چ  موجود دي a1i, a2i , ....,  amiليما له مخې فقط يوازي يوډول   4.6د 
  ېريکس موجود دی چمت Aد  يو پس فقط يوازې .جوړوې) ستون(دمتريکس ستني 

LA(x) = A.x شې  

(b) د    :ثبوتLA ندي تابعE ی شو پهEوليکو  ھم ډول کو :  

 

      LA : ℝ	�	 	⟶		ℝ	Î     

     � = Û��⋮�,	Þ ⟼   Ûk�� ⋯ k�,⋮ ⋱ ⋮kÌ� ⋯ kÌ,Þ. Û��⋮�,	Þ      
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                            =	Ûk���� + ⋯ +	k�,�,⋮ ⋱ ⋮kÌ��� + ⋯ +kÌ,�,Þ 

LA ميپنګ خطیوي  (Lin-map) ھر   ځکه د. دیℝ	� x,y∈ و  اℝ ∈ Ç, λ    

 x = (x1,x2, ... ,xn) , y = (y1,y2, ... ,yn ) 

sn, ... ,s2,s1   دلته دA   متريکس ستني )colmns  (دي.  

A.(	λx + Çy ) = s1.( λ .x1+ Ç.y1 ) + …+ sn.( λ .xn+ Ç.yn ) 

                    = λ. (s1.x1+ … + sn. xn )+ Ç (s1.y1+ … + sn.yn) 

                    = λ . Ax + Ç . Ay 

                    =  λ.LA(x) + Ç LA(y) 

نګ متريکس مربوطه خطې ميپ Aته د  LA او يوخطې ميپنګ دی LA چېثبوت شو
  :يعنې. ويھمدارنګه يوخطې ميپنګ  gAکه چيرې  .ل کيږيوي

      gA : ℝ	� ⟶		ℝ	Î     

                 x ⟼ A.x   

LA(x) = A.x = gA(x)  (∀  � ∈ ℝ	�   )  ⟹  LA =  gA 

 ي تهقاعد اساسی نظرمتريکس  ميپنګ مربوطه خطیدلته غواړو د يو  : 8.1مثال  

,�	ℝ)  د ارهددې کار لپ.پيدا کړو  ℝ		) کي نيسو نظرپه  فضا  وکتوری . L    په
   :دیويشتعريف Eندي ډول 

                L :     ℝ	� 	→ ℝ	� 

       (x1,x2) ⟼ (2x1, x1 – x2 ) 

,�	ℝ ( چېړوثبوت ک سره کوEی شو اسانیپه  ℝ	� ( L ∈ Hom   دی.   

,�	ℝ) په    چېپوھيږو   ℝ		)(1,0)  کې وکتوری فضا e1 =    اوe2 = (0,1)  

رونه د وياوس تص. جوړوي   ) (canonical basisقاعده   اساسیوکتورونه 
e2 , e1 نظر  L  ته پيدا کو. 
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 L(e1) = L(1,0) = (2.1 , 1 – 0 ) = ( 2 , 1 ) 

 :ليکلی شوپس  دی   ∋     L(e1 )	�	ℝ له بلي خوا  

∃!  a11, a21 ∈ ℝ   ;  L(e1)  = a11e1 + a21e2 = ( a11, a21 ) 

                                      = ( 2 , 1 ) 

L(e2) = L(0, 1) = (2. 0 , 0 – 1 ) = ( 0 , -1 ) 

که . ه ويتشکيل  )ستون( ستني  متريکسه مربوط  Lونه د رويتص یقاعداساسی د 
  وښيو  A په متريکس  ھغه

A = �	2 	01 −1�	                                        

  .ته دی    e2 , e1 يقاعد اساسی نظر  L  د متريکس همربوط  Aيعنی 
 اساسینظر (lin-map)  ميپنګ خطی لرو او غواړو د ھغهمتريکس  Aد  اوس

	ℝ (  چېڅرنګه   .پيدا کړو  ي تهقاعد
  (2x2, A ∈ M  بايد  خطیپس  دی 

  وي �	→ ℝ	 �	L : ℝ  ميپنګ
L(e1) = (a11, a21) = ( 2 , 1)  

L(e2) = (a21, a22) = ( 0 , -1) 

x = (x1 , x2 ) ∈ 	ℝ	� 
L(x) = L(x1 , x2 ) = L((x1,0) + (0,x2)) 

        = L( x1(1,0) + x2(0,1)) = x1.L(e1) + x2.L(0,1) 

        = x1(2,1) + x2(0,-1)  

       = (2x1, x1) + (0, - x2) = (2x1, x1 – x2) 

شکل  ي ته Eنديقاعد اساسی نظر ميپنګ خطی دھغه  چېيدل کيږي کې ل نتيجهپه 
  : لري 
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            L : ℝ	� 	⟶ ℝ	� 

         (x1,x2) ⟼ (2x1, x1 – x2 ) 

 خطی  L د په پورتني مثال کې سره کوEي شو ياستفاد په ليما  8.1 د : ټنو

∋ x = (x1 , x2 )  : پيدا کړوشکل  په Eندي ته متريکس A  نظرميپنګ  	ℝ	� 

L(x) = L(x1 , x2 ) = A.x = �	2 	01 −1� . î
		����ï  

       = ê 2��		�� −	��	ë  = (2x1, x1 – x2 ) 

  

,�	ℝ) ويفضا وکتوری هدو   :مثال  ℝ		) وا (ℝ	�, ℝ		)  د . لروL   نديتابعE په 
        :ده ويشتعريف  شکل

                L :     ℝ	� 			⟶		 ℝ	� 

       (x1,x2,x3) ⟼ (2x1 – 3x2, x1 – 2x2 + x3 ) 

  .مربوطه متريکس نظر اساسی قاعدو ته پيدا کړو    Lغواړو د

,�	ℝ (  چېسره کوEی شو ثبوت کړو  اسانی په ℝ	� ( L ∈ Hom  ونږ م.  دی

�ℝد
   يعنی. ښيو سره ℬC  په �	ℝ د وا ℬ په  قاعده  اساسي   

 ℬ	= ( e1, e2 , e3)   , ℬC 	= (e1, e2)  
 .ولري ) ستون ( ستني  3و ا )سطر(کرښي   2   بايد متريکسه مربوط   Lد 

  L(e1) = L(1,0,0) = (2.1 – 3.0 , 1 – 2.0 + 0) = ( 2 , 1 ) 

∋له بلي خوا  ℝ	�	   L(e1 )   وليکلی شپس  .دی:  

∃! a11, a21 ∈ ℝ  ;  L(e1) = a11e1 + a21e2 = ( a11,a21 ) = ( 2 ,1 ) 

L(e2) = L(0, 1,0) = (2. 0 – 3.1, 0 – 2.1+0 ) = ( -3 , -2 ) 

L(e3) = L(0, 0,1) = (2. 0 – 3.0, 0 – 2.0+1 ) = ( 0 , 1 ) 

    يعنی   . دی )ستون (ستني  متريکسه مربوط Lونه د رويتص يقاعد اساسی  ℬد 
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*ℬℬC 		(É) = �2 −3 01 −2 1� 
ℬℬC*اوس    		(É)   A:=   پنګيم خطید ھغه  لرو او غواړومتريکس  

  (lin-map)  چېڅرنکه  .پيداکړو  وتهقاعد ساسیانظر  ) ℝ	
 (2x3, A		  ∈ M 

 خطی  L مخېليما  له  8.1د . وي  �	→ ℝ	 �	ℝ	L : ميپنګخطی  پس بايد دی
   :  ډول Eسته راوړوته په Eندي متريکس   A نظرميپنګ 

    

 x = (x1 , x2,x3 ) ∈ 	ℝ	� 
L(x) = L(x1 , x2,x3 ) = A.x = �2 −3 01 −2 1� . Û������Þ  

       = ê 2�� − 3��	�� −	2�� + ��	ë  = (2x1 – 3x2, x1 – 2x2 + x3 ) 

 : لري شکل  ي ته Eنديقاعد اساسی متريکس نظر Aميپنګ د  خطی  Lپس   

                                                                       L : ℝ	� 	⟶ ℝ	� 

               (x1,x2,x3) ⟼ (2x1 – 3x2, x1 – 2x2 + x3 ) 

خطي  Lد يو  څرنګه کوEی شو چېکې غواړو وښيو مثال  دی په 8.2:مثال    
پيده کړو او  دی راکړل شوي چېي قاعده نظر دو  Aمتريکس  ميپنګ مربوطه

  .ييمعکوس  دارنګه ھم

	ℝ (د 
  ℝ�

  وا ℬ (v1,v2) =  يقاعده دو فضای وکتوری په )  ,

 = (w1,w2)  	ℬC ونږ نظر م . يد ويش راکړلL  د ته تابعℬ  د قاعده  

Domain وا  	ℬC   قاعده Comdomain  کي نيسونظر لپاره په  .   
W2 = (-1,-1),w1= (1,-1), v2= (-1,1), v1= (1,1) 

 ( a )    ندي خطي ميپنګEمتريکس نظر  همربوطغواړو دℬ  و ا	ℬC   پيدا کړو   

L : ℝ	� 		⟶ ℝ	� 

   (x1,x2) ⟼ ( x1+x2, x1 – x2 )  



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

162 
 

(b )     ندي متريکس لهEنظر  ميپنګ خطی  دھغه مربط مخېغواړو د  ℬ  و ا	ℬC  

  پيدا کړو

               A: =  *ℬ	ℬC  (L) =  � 	1 1−1 1� 
 ( a )  چېڅرنګه :    حل  ∈ ℝ	�   L(v2),L(v1) پس دی:  ∃! a 11,a21,a12,a22∈ ℝ		;  

   L(v1) = a11w1+ a21w2 ,   L(v2) = a12w1+ a22w2 

  ⇒ L(v1) = a11(1,-1) + a21(-1,-1) = (a11,- a11) + (-a21,- a21)  

              =  (a11 – a21, - a11 – a21) 

  : له بلي خوا
L(v1)= L(1,1) = ( 1+1,1-1) = (2,0)   

  :پس

L(v1) = (2,0) = (a11 – a21, - a11 – a21)  

   ⇒    a11 – a21 = 2  ∧  - a11 – a21 = 0 

  ⇒  a11 =  2 + a21   ∧    a11 = - a21   ⇒ - a21 = 2 + a21 

  ⇒  -2 a21 = 2 ⇒ a21 = - 1   ∧  a11 = - a21 = 1 

L(v2) = a12(1,-1) + a22(-1,-1) = (a12,- a12) + (-a22,- a22)   

        =  (a12 – a22 , - a12 – a22) 

  : له بلي خوا
L(v2)= L(-1,1) = ( -1+1, -1-1) = (0,-2)   

  :پس
L(v2) = (0, -2) = (a12 – a22 , - a12 – a22)  

 ⇒ a12 – a22 = 0  ∧  - a12 – a22 = - 2 
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 ⇒  a12 =   a22   ∧   a12 =   2 - a22   ⇒   a12 = 2 - a12 

 ⇒   2 a12 =  2  	⇒  a12 = 1   ∧  a12 =   a22 = 1 

 چېو ته قاعد  ℬCاو  ℬ نظر متريکس ميپنګ مربوطه  خطی  Lنتيجه کې د په 

  : لري شکل سره ښيو Eندي ℬC	ℬ* (L)    مونږ ھغه په

  *ℬ	ℬC  (L) =  � 	1 1−1 1� 
(b)   حل   :     

x = (x1,x2) ∈ ℝ	�  
   ⇒  ∃! a1 ,a2 ∈ ℝ		; x = a1v1 + a2v2       [ قاعده  v2 , v1  ځکه  ] 

   ⇒   (x1,x2) = a1(1,1) + a2(-1,1)  

                   = (a1 , a1) + (-a2 , a2) = (a1 – a2 , a1 + a2 ) ⇒ x1 = a1 – a2    ∧   x2 = a1 + a2 ⇒  a1 = 
�³`���     ,  a2 = 

��a�³�  

 سره ښيوو Lمونږ د مترکس مربوطه خطي ميپينګ په  
L(x) = L(a1v1 + a2v2) =  a1L(v1) + a2 L(v2 ) 

∋  چېڅرنګه  ℝ�
  L(v2),L(v1)  اوw2 , w1  د قاعدهيوهℝ�	  ،پسده:  

 ∃! a11,a21,a12,a22∈ ℝ		;  L(v1) = a11w1+ a21w2 , 

                                     L(v2) = a12w1+ a22w2    

 ⇒ L(v1) = a11(1,-1) + a21(-1,-1) = (a11,- a11) + (-a21,- a21) 

             = (a11 - a21 ,  -a11 – a21)  =  (1+1, -1+1) = (2 , 0 ) 

    L(v2) = a12(1,-1) + a22(-1,-1) = (a12,- a12) + (-a22,- a22) 
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            = (a12- a22 ,  -a12 – a22)  =  (1-1, -1-1) = (0 , -2 ) 

  : پس. دی  x2 = a1 + a2    و  ا      x1 = a1 – a2چېڅرنګه 

x1 + x2 = a1 – a2 + a1 + a2    = 2 a1 

x1 – x2 = a1 – a2 – a1 – a2    =  - 2 a2 

L(x) =  a1L(v1) + a2 L(v2 ) =  a1(2,0 ) + a2(0,-2)   

        = (2 a1,-2 a2 ) = (x1 + x2, x1 – x2) 

  :د متريکس مربوطه خطي ميپنګ Eندي شکل لري 

L : ℝ	� 		→ ℝ	� 

   (x1,x2) ⟼ ( x1+x2, x1 – x2 )  

	ℝ (  د :   8.1مرين ت 
  (ℝ�

و ا ℬ (v1,v2) = يقاعده دو کې په وکتوري فصا  ,
= (w1,w2)  	ℬC يد راکړل شوي.  

 v1= (1,1)      , w 2 = (-1,-1),w1= (1,-1), v2= (-1,1) .  
   :دی ويشتعريف  په Eندي ډول   L  (lin-map) ميپنګخطی  وي 

    L : ℝ	� ⟶ ℝ	� 

                        (x1,x2) ⟼ ( x1+x2, x1 – x2 )  
( a )    دL نظر   متريکسميپنګ مربوطه  خطیℬ  قاعده اساسی وا  

 (can-basis) پيدا کړې  ته  

( b )    دL نظر    متريکسطه ميپنګ مربو خطی	ℬC  اساسی قاعده  وا(can-
basis) پيدا کړې   ته  

�ℝ تمرين  
  8.2 ∈	 v2= (-1,1) , v1= (1,1)  . که= (v1,v2) ℬ قاعده  وهي 

	ℝ ( په
   (ℝ�

	ℝ ( د قاعده اساسی   ℬC (e1,e2,e3) =وا,
  (ℝ�

 په  L . وي    ,
Eدی  ويششکل  تعريف  ندي:  

L : ℝ	� ⟶ ℝ	�                 
                              (x1,x2) ⟼ ( x1+x2, 3x2 , 2 x1 )  

 ( a ) چېکړې  ثبوت L ميپنګ دیخطی  وي  
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( b )    دL   متريکس خطي ميپنګ مربوطه*ℬ	ℬC (L) نظربه  ℬ  قاعده  اساسی وا
(can-basis)  ℬC  پيدا کړي ته 

 ( c )     د (L) *ℬ	ℬC   په چېمتريکس ( b )  س ته راځي د ھغهEميپنګ خطی L   

  .  کړې پيدا

دھغوي اړوند . د ي ويراکړل ش (Lin-Maps) ميپنګونه خطی Eندي : تمرين 
  ميتريکسونه نظراساسې قاعدی ته پيدا کړۍ

( a ) 

                     É ∶ ℝ� 		⟶					ℝ�
                                                               

                    (x1, x2 ) 			⟼  (3x1+2x2, x1) 
 (b) 

                     É ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 
                      (x1,x2  ) ⟼  (2x1+x2,x1,2x2) 

  
(c) 

                     É ∶ ℝ� 		⟶					ℝ�
 

                      (x1,x2  ) ⟼  (x1,-x1,x2) 
 
(d) 

                     É ∶ ℝ� 		⟶					ℝ�
 

                      (x1,x2,x3  ) ⟼  (x1-x2,2x1+3x2+2x3) 
 
(e) 

                     É ∶ ℝ� 		⟶					ℝ�
 

                      (x1,x2,x3  ) ⟼  (x3,2x1 ,x2) 
 

  :شوي ده تعريف  ندي E تابع L  8.3:  تمرين     

                                                    L : ℝ	� 		⟶ ℝ	� 

             (x1,x2) ⟼  ( x1- x2 +2x3, 4 x1 + x2 + 3x3)  
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 ( a )  چېکړې ثبوت L ميپنګ دی خطی و ي .  

( b ) که  (e1,e2,e3) = ℬ   دقاعده اساسی ℝ	�   وا(e1,e2 )    =  ℬC اساسی 

ℬC	ℬ*  بيا د  وي   �	ℝ دقاعده  (L)    پيدا کړې  متريکس.   

( c )     د (L) *ℬ	ℬC   په چې متريکس ( b )   س ته راځي دھغه مربوطهE خطی 

   .پيدا کړې   L ميپنګ

�ℝتمرين  
   :8.4 ∈	 v2= ( 1,1) , v1= (2,1)  . که = (v1,v2) ℬ قاعده   وهي

	ℝ (  د
   (ℝ�

	ℝ ( دقاعده اساسی   ℬC (e1,e2,e3) = وا ,
  (ℝ�
 Eندي  L .  وي,

   هد ويشتعريف 

                                                L : ℝ	� 		→ ℝ	� 

   (x1,x2) ⟼ ( x1+x2, 3x2 , 2 x1 )  *ℬ	ℬC (L)    پيدا کړې متريکس  

�ℝتمرين   
  :8.5 ∈	 v1= ( 1,1) , v2= (-1,1)  . که = (v1,v2) ℬ  وهي  

	ℝ (  دقاعده 
   (ℝ�

  :وي  ويششکل تعريف  په Eندي Lو  ا ,

                                        id : ℝ	� 		→ ℝ	� 

   (x1,x2) ⟼ ( x1 ,  x2)   *ℬℬ(id)  نظر  متريکس ℬ   ته پيدا کړې.  

ارتباط نه  و تر مينځومتريکسا  (lin-map) ميپنګ خطی د  چېي ښي ليما دا Eندې 
 کې)  �	ℝ په ډول مثالد  ( ووکتوری فضا (standard)ستاندرد  يوازې په

  .کويصدق   ي ډول ھمعمومپه  بلکه ، يد موجود

بعد  معين چېوي فضا وکتوریه دو)  ,ℝ W (و ا )  ,ℝ V ( 8.2:ليما 
(dimension)  لري.  = (v1, v2,…..,vn)  ℬ  دقاعده   وهي V  وا  

 w1, w2,…..,wm) = ( ℬC  د قاعده وهي W  ميپنګ ھر خطی د بيا .ده  
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 L:V →  W   يوازې يوفقط لپارهM(mxn, ℝ )    *ℬℬC 		(É) = (	kYÃ) 	∈  

  :دی  موجود سره ود Eندي خواصمتريکس 
L(vj) = ∑ 	kYÃÌYå�  wi     ( j=1,2,…,n) 

بيا کوEی شو ھغه د  .دی   W L(vj)∈   (j=1,2,…,n)  چېڅرنګه : ثبوت 
 ⋮	am2wm	+	….	+	a22w2	+	a12w2	=	am1wm L(v2)	+	….	+	a21w2	+	a11w1	=	L(v1)    شکل وليکوپه   (lin-comb)ترکيب   خطی

L(vn) = a1nw1 + a2nw2 + …. + amnwm 

فقط  مخېليما له   4.6د  پس .  ده  W  د  (basis)قاعده   وهي ℬC  چېڅرنکه 
و معادلاوس د پورتنيو   .امکان لري  ∈ aij	   ℝرکيبت خطیيوازي يو ډول 

  L(vk)د   ) ستون (ستنه   kد  چېدا ډول ليکو  شکلپه   متريکس دضرايب 

ℬℬC*  د.  ويضرايب معادلې  		(É)  ندي  متريکسE لري شکل بيا:  

*ℬℬC 		(É) = �k��							k�� 						……				k�,	k�� k��	 ……					k�,		⋮ ⋮ ⋮					⋮	kÌ� kÌ� ……			kÌ,
� 

   ده  isomorphism دا Eندې تابع  چېغواړو ثبوت کړو  اوس  

     hℬℬ
C
	
	
:   Hom(V,W)  →  M(mxn, ℝ ) 

                         L   ⟼  hℬℬ
C
	
	(É) = A 

  EFF
C

  :     دی  (lin-map) ميپنګخطی  وي  

				� ∈ 	ℝ		 	,		L,F∈	Hom(V,W)	
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			⇒				hℬℬ
C
	
	(É)	=	A	=	(aij)	∈	M(mxn,	ℝ	)		∧	 

           	hℬℬ
C
	
	(H)	=	B	=	(bij)	∈	M(mxn,	ℝ	)				

										⇒								∀	j∈	{1,2,...,n}	;		L(vj)	=	∑ 		kYÃÌYå� wi				∧	 
           F(vj) = ∑ 		ISÁJSå³ wi 

   ⇒ ( L+F)(vj) =  L(vj) + F(vj) = ∑ 		KSÁJSå³ wi + ∑ 		ISÁJSå³ wi 

                      = ∑ 	(	kYÃÌYå� + lYÃ)wi  

								⇒ hℬℬ
C (L+F)		=	hℬℬ

C (L	)	+	hℬℬ
C (	F)	

  :له بلي خوا 
     � L(vj) = ∑ �		kYÃÌYå� wi 

    ⇒ 	hℬℬ
C
	
	(�É) = � (aij) = � hℬℬ

C
	
	(É) 

hℬℬ په نتيجه کې 
C

  .دی    (lin-map)خطی  وي 

EFF
C

  injective  که مونږ ولرو :دی:  

L,F∈ Hom(V,W) , hℬℬ
C
	
	(É) = hℬℬ

C
	
	(H) 

      ⇒  L(vj) = ∑ 		kYÃÌYå� wi    =   F(vj) 

     ⇒ L = F   ⇒  hℬℬ
C
  injective 
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  EFF
C

  surjective  دی : 

A∈ M(mxn, ℝ )  ; JLúúú :=  ∑ 		kYÃÌYå� wi ∈ W 

 (i=1,2,...,n)د    L ∈ Hom(V,W) وي يوازيفقط له مخې  قضيې   7.1 د

L(vi)= wi  پس  . لريوجود  و سرهخواصhℬℬ
C

hℬℬ  کې  نتيجه په  .دی ف ھمسورجکتي  
C

  يوازې يوفقط او  دی  isomorphisim  وي  

(mxn, ℝ )  M *ℬℬC 		(É) = (	kYÃ)	 	∈  يعنې. موجود دی متريکس:        

hℬℬ
C
	
	(É) =  A = (aij)	∈ M(mxn, ℝ ) 

A ∈ M(n:   8.1عريفت    × n,¸	)  ،A symmetric   اوx ∈ ℝ�  و ي  
  دیستونی وکتور         

   ( a )   A  د  متريکس positive semidefinite    په نوم ياديږي، که   
  :چيري      

xt. A.x = ∑ aÑßxÑ�Ñ,ß xj  ≥ 0 

  ( b )   A  د  متريکس negative  semidefinite     که چيري: 

Xt. A.x = ∑ aÑßxÑ�Ñ,ß xj  ≤ 0 

 ( c )      0≠د x   لپاره A    متريکس تهdefinite  positive  ل کيږيوي .  
 :که چيري    

xt. A.x = ∑ aÑßxÑ�Ñ,ß xj  > 0 

   ( d )    0≠د x   لپارهA  متريکس ته  negative definite  که  ،ل کيږيوي
  :چيري

xt. A.x = ∑ aÑßxÑ�Ñ,ß xj  < 0 

∑  :نوت aÑßxÑ�Ñ,ß    نديE کيدای شي شکل  تشريح  : 

∑ aÑßxÑ�Ñ,ß xj  = ∑ 	xÑ(∑ aÑß	�ßå� 	�Ñå� xj  ) 
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  :مثال

* = Û 2 −1 0−1 2 −10 −1 2 Þ    0 ≠  x ∈ ℝ�  [   دیوکتور   ستونیوي  x  ] 

 

Xt.A.x = (x1,x2,x3).	Û 2	 −1 0−1 2 −10 −1 2 Þ.	Û������Þ 

          = (x1,x2,x3).	� 2��	 – ��−�� + 2�� −��−��	 + 2��� 

         = x1( 2x1 – x2 ) + x2( -x1 + 2x2 – x3 ) + x3( -x2 + 2x3 ) 

         = 2 x�� – 2x1x2  + 2x�� – 2x2x3 + 2x�� 
         = x�� + ( x1 – x2 )

2 + ( x2 – x3 )
2 + x�� > 0  [  0 ≠  x ځکه ]   

      ⇒  A positive definite   

  :   8.2تعريف  

A ∈ h(. × ., ℂ)  , *̅ := complex conjugate , A* : = (*̅ )t 

( a )    A*  د متريکس  adjiont matrix د A   په نوم ياديږي.  

*  مثال    = �2 2 + i3 1 − 2i�   ⇒  *̅ = �2 2 − i3 1 + 2i�   ⇒  A* = (*̅ )t = � 2 32 − i 1 + 2i� 
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( b )  A   تهمتريکس  self adjiont  )  يا   ( Hermitainکه . ل کيږيوي
    .وي  A* = A  چيري

     
*        مثال   = �1 −ii 1	 �   ⇒  *̅ = � 1 	i−i 1	�  

 

                           ⇒  A
*
 = (*̅ )

t
 = �1 −i	i 1 � = A 

  .دی  متريکس   self adjiont    (Hermitian ) وي  A   چې وليدل شول

  دی  matrix Hermitianايا دا Eندی متريکسونه   : تمرين

* = �2 −ii 1	 �   ,  B =  Û 2	 2 + i 42 − i 3 i4 −i 1Þ    

B =  Û 1	 1 + i 2i1 − i 0 −i−2i −3 0 Þ 

  

( c )   A   تهمتريکس  skew Hermitain  )  يا   ( antihermitainل وي 
    .وي  = *A A - که چيري. کيږي     
   :مثال

* = � −i 2 + i−	2 + i	 0 � 			⟹	  *̅ =  � i 2 − i−2 − i 0 �    
 ⟹ A* = (*̅ )t = � i −2 − i2 − i 0 � = -1.	� −i 2 + i−2 + i 0 � = -A 

 ⟹  A  skew Hermitain  
.)A ∈ h:   8.3عريفت × .,¸	) 

( a )  A ريکس د مت  involutory matrix که چيري .په نوم ياديږي 

  A
2
 =	En	 وي.  

*   :مثال    = � 4 −115	 −4� 			
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⟹			A2	=		� 4 −115	 −4� . � 4 −115	 −4�			
													=	ê 4.4 + (−1). 15	 −1.4 + (−1). (−4)	15	.4 + (−4). 15 −1.15 − (−4). (−4)ë		
									=	�1 00	 1�	=	E2	⟹		A				involutory	

A ∈ h(2په عمومي ډول که ھر يو   × ،  متريکس Eندي شکل ولري   (	¸,2
î	=	A						.  متريکس دی involutoryھغه   a b�aNÔO 	 −aï		,	At		=	î a �aNÔOb	 −a ï	
  دي b ≠ 0او  a,b ∋ ¸البته  

  
  :ځکه

A
2
 = î a b�aNÔO 	 – aï . î a b�aNÔO 	 – aï 

			= 	 î a� + 1 − a� a. b − b. aN.(�aNÔ)O + aN(�aNÔ)O 1 − a� + a�ï = �1 00	 1�	=	E2	
( b )  A  د  nilpotent matrix  چيري يوپه نوم ياديږي، که	ℕ ∈ m   موجود  

Aوي چې      
m

 = E�4  شې .E�4 د h(2 ×   .صفرمتريکس دیمربوطه  (	¸,2
 �2	=	A :مثال   −22	 −2� 

A
2
 = �2 −22	 −2� . �2 −22	 −2� = 	 �0 00	 0� = E�4   ⟹ A   nilpotent matrix  

( c )  A  د idempotent matrix  په نوم ياديږي که A2 = A يو  
� 	=	A  :مثال    4 −112	 −3� 
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A2 =� 4 −112	 −3� . � 4 −112	 −3� = 	 �16 − 12 −4 + 348 − 36	 −12 + 9� 
= � 4 −112	 −3� = A ⟹  A idempotent matrix  

  متريکس دی idempotentواحد متريکس    
( d )  permutation matrix 

     په نوم ياديږي  permutationوي د  bijectiveھره Eندي تابع چې 
f: {1,2,3,….,n } ⟶ {1,2,3,….,n } 

  په Eندي شکل ليکومونږ ھغه  

f =Û 1					2						3 ⋯ n	 	 	f(1)		f(2)		f(3) ⋯ f(n)Þ 

permutation matrix   دf  که مونږ پهPf ،ندي شکل لري سره وښيوE:  
  

Pf = ÛKP(�)⋮KP(,)Þ 

ef(n),…,ef(2),ef(1)   دلته ℝ	� اساسې قاعدي دوکتورو خواص لري.  
  

  :لرو  permutationمونږ داEندي  :مثال
  

f: {1, 2, 3, 4, 5 } ⟶ {1, 2, 3, 4, 5 } 
f(1) = 1 , f(2) = 4 , f(3) = 2 , f(4) = 5 , f(5) = 3 
 

  اوس ھغه د متريکس په شکل ليکو
 

f =Û 1										2									3							4									5 	 		 	 	f(1)				f(2)				f(3)			f(4)				f(5) 	 	Þ 

 
permutation matrix   دf سته راوړل کيږيE ندي ډولE په:  
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Pf = 

áâ
ãKP(�)KP(�)KP(�)KP(O)KP(P)æç

è
  = 

áâ
ãK�KOK�KPK�æç

è
 =   

áâ
ã1					0					0				0				00 0 0 1 00 1 0 0 00 0 0 0 10 0 1 0 0æç

è
 

عنصر    nيعنې که سيت . سيت د عناصرو دی شمير تابع د Permutationد 
که پورتنی مثال په نظرکې . دی  !n  ويشمير مسا Permutationبيا د . ولري 

  ونيول شي
5! = 1.2.3.4.5 = 120 

مختلف  120دا په دی معنې چې . دی 120شمير يی   Permutationد 
permutation   متريکسونه موجود دي 

  :تمرين

  p	: = �1 2 32 3 1�                      u:= �1 2 31 3 2� 

permutation کس تريمPf  اوPg   پيداکړی  
  

.)A ∈ h  8.3:ليما  × بيا داEندي . متريکس دی  idempotentيو  (	¸,.
 :افادي صدق کوې

( a )    A≠ En    	⟹ A singular 

( b )  det(A) = 1  ∨  det(A) = 0 
  

( a ) که : حلA يو singular پس بايد . متريکس نه وېA-1  معکوس ولرۍ 
A idempotent   ⟹ A.A = A  ⟹ A-1.A.A = A-1.A  
                        ⟹  En .A = En  ⟹ A = En  

  .متريکس وي singularبايد  Aپس . وه ويفرض ش  ≠En A مګر
( b ) حل:  

A idempotent   ⟹ A2 = A ⟹ det(A2) = det(A) 
det(A2) = det(A.A) = det(A). det(A) = (det(A))2 ⟹ (det(A))2 = det(A2) = det(A)  ⟹ det(A). [det(A) – 1] = 0  ⟹  det(A) = 0  ∨ det(A) = 1 

.)A ∈ h  8.4:ليما  × بيا داEندي افادي . متريکس دی  nilpotentيو  (	¸,.
 :صدق کوې

( a ) det(A) = 0 
( a ) مونږد : حلh(. × §∃		⟹	 nilpotent	A سره ښيو Ê,4مربوطه صفرمتريکس په  (	¸,. ∈ ℕ	;	Am	=	Ê,4	
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⟹	det(Am)	=	det(Ê,4)	=	0	⟹	(det(A	))m	=	det(Am)	=	0	⟹		det(A	)	=	0  
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   فصل نھم 

  ونهوکتور ) اختصاصي(ومشخصه ونه اقيمت ) اختصاصي( مشخصه 

[  Eigenvalues and Eigenvectors ] 

   .  ده فضاوکتوری  وه ي (		¸,V):   9.1تعريف

End(V):= { L: V → V │  L- End  }                                  

Æ ¸  وي .دی  ∋	End(V) Lو  ا وکتوری فضا وه ي (		¸,V):     9.2تعريف ∈  
شرط  دی په نوم ياديږي  په)  قيمت اختصاصيا ويا مشخصه(  Eigenvalue  د

∋ وکتور وي چې � v ≠ 0   نديE ويموجود  سرهخاصيت د:    

L(v) = Æ.v  

v   دL   eigenvector  )  نظر )  وکتور اختصاصيا ويا مشخصه  Æ   په نوم
   ونهوکتور مشخصهشمير  کوEي شي په زيات  eigenvalue وي .ياديږي

  )eigenvectors   ( وي يوازيفقط  لپارهوکتور مشخصهھر د معکوساً  .ولري 
    .دی قيمت موجود مشخصه

.µ	 بيا. ويته   Æوکتور نظر  مشخصه  v په ډول کهمثال د  v  د  ھمL مشخصه 
  ځکه . ته دی  Æ نظر)   eigenvector ( وکتور

µ   ∈ ¸ 	,µ	 ≠ 0   ,     L(µ v) = µ	L(v) = µ	Æ.v  = Æ (µ	v )   
 :بيا. وي  L(-v) = Æ.vکه  

L(-v) = Æ.v   ⟹ L(-v) = −Æ.(-v )  ∧  L(v) = (−Æ). v   
 ته  دي Æ−نظر ونهوکتور  مشخصه  v– او  vيعنې 

  :کويصدق  يرابطEندي صورت په عمومي 
L(v) = Æ.v   ⟺  L(v) – Æ.v = 0   ⟺  (L – Æid )v = 0  و 

Æ       ¸و ا  ∋	End(V) L  , ده فضا وکتوریوه ي (		¸,V)  9.3:تعريف  ∈  

Eig((L,	Æ):= {v ∈ V │ v ≠ 0  ∧   L(v) = Æ.v }  ∪ {0} 

Eig((L,	Æ)  دL Eigenspace )نسبت  ) فضا مشخصه Æ   ھر    .اديږييپه نوم
Eig((L,	Æ)  د  invariant   خاصيت ھم لري.  
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,�ℝ)په   9.1: مثال ℝ) ندي فضا وکتوریE ده ويراکړل شتابع  کې  

                                   É ∶ ℝ	xℝ	 		→ 		ℝxℝ		 
                                       (x1,x2) 			⟼  (x1,-x2) 

∋	L چېيدل کيږی ل Ê.s(�)  چېونه وکتورټول . دی  ℝ� 	∈ (x1,0)   x =  

. دی 1“  “ وي يي قيمت  اختصای چې دی L ونه دوکتور مشخصه ھغه ،شکل ولري

  : ځکه

L(x) = L(x1,0) = 1. (x1,0)     

ونه وکتور مشخصه ھغه ، شکل ولري  = ∈ (0,x2)  x	 �ℝ  چېونه وکتوراوټول 
  :ځکه. دی   “1-„منفي يو   يي قيمت  اختصای ېچ دی  L د
 L(0,x2) = (0, -x2) =  -1. (0,x2 )       L(x) =  

  :وي Eندي شکل لري فضا مشخصهودھغوي 

Eig(L,1) = ℝ . e1 = { r.(1,0) │ r  	∈ ℝ	  } 
Eig(L,-1) = ℝ . e2 = { r.(0,1) │ r  	∈ ℝ	  } 

,�)ونږ د م :مثال  ℝ)  ندي د  فضا وکتوریپهE کې داidentity   کې  ظرنپه  تابع
  :نيسو

                                     Ws ∶ V	 	→ �		      
                                            v			⟼  v 

id	∈ Ê.s(�)   د مګر. کيداشي قيمت  مشخصه عدد  “1„   يوازی و  فقطاV  

   id(v) = 1.v   ځکه  .  دی شخصهم ته Ws  ټول وکتورونه نظر

  دی interval وي ℝ ⊆ I:    مثال 

V:= D(I,	ℝ) = { f: I → ℝ │ f arbitrary differentiable } 

arbitrary differentiable    يدوړ مشتق دت اختياری زيا  چېپه دی معنی    

 L: V	 → �		      
      f  ⟼ f´ 
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ℝ  Æو ھر ا  End(V) ∈ L  چې ليدل کيږي  Lد مربوط قيمت  مشخصه وي  ∋

  :ځکه . دی

f(x): = c.	KÐ) ∈ V 

L(f(x)) = L (c.	KÐ)) = f´( c.	KÐ)) = Æ c.	KÐ)  

          = Æ (c.	KÐ)) = Æ.f(x) 

}ھردوا ∈ ℝ∗    لپارهf(x): = c.	KÐ)   دL  وکتور  مشخصهوي(eigenvector 

  .ته  دی Æ نظر (

Æ    ¸و  ا ∋	End(V) L  ,  فضا وکتوریوه ي (		¸,V) : 9.1ليما    : بيا. ∋

( 1 )  Eig((L,Æ)  is Subspace (فرعی  فضا ) in V 

 ( 2 )   Æ  Eigenvalue (  مشخصه  قيمت )  ⇔   Eig(L,	Æ ) ≠ {0} 

( 3 )  Eig(L,	Æ ) \ {0} = {v ∈ V │ v ≠ 0  ∧  L(v) = Æ.v } 

  ) Æ    سيت نظرو وکتور اختصاید ټولو  ويی مسايعن (

( 4 ) Eig(L,	Æ ) = ker(L –	Æid ) 

( 5 )  Æ, Ç ∈ 	¸   ∧    Æ ≠ Ç	 ⇒    Eig(L,	Æ ) ∩ Eig(L,	Ç ) = {0} 

  :ثبوت   (1)  

u,v ∈ Eig(L,Æ) ⇒ L(u+v) = L(u) + L(v) = Æu + Æv	= Æ (u+v) 

                      ⇒ u + v ∈ Eig(L,Æ)    

 a ∈ 	¸	, u ∈ Eig(L,Æ)  ⇒  L(a.u) = a.L(u) = a.(	Æu ) 

  .کې ده     Vپه  فضا فرعیوه ي  Eig(L,Æ) کېنتيجه په 

  دیواضح  ثبوت  ( 3 )و ا ( 2 )د  
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  :  ثبوت  ( 4 )

v ∈ Eig(L,Æ)		⇒  L(v) = Æv   ⇒  L(v) – Æv = 0  

                   ⇒ L(v) – Æid(v )= 0 

                  ⇒ (L  – Æid)(v)  = 0  ⇒  v ∈ker(L –	Æid ) 

                  ⇒ Eig(L,Æ) ⊆ ker(L –	Æid ) 

v ∈ ker(L –	Æid ) ⇒  (L –	Æid )(v) = 0 ⇒ L(v) – Æv = 0 

                         ⇒	L(v) = Æv 

                        ⇒ v ∈ Eig(L,Æ)	 ⇒ ker(L –	Æid ) ⊆ Eig(L,Æ) 

  .دی  Æid ) = Eig(L,Æ)	ker(L –  چېثبوت شو 

  :ثبوت  ( 5 )

w ∈Eig(L,	Æ ) ∩ Eig(L,	Ç ) 

     ⇒  L(w) = Æw   ∧   L(w)  = Ç	w  ⇒ Æw = 	Ç	w 

      ⇒ (Æ − Ç)J = 	0 

Æ  چېڅرنګه  ≠ Ç  پس بايد . دیw = 0  کې نتيجه  وي او په  

Eig(L,	Æ ) ∩ Eig(L,	Ç ) = {0} 

 وکتوری = :� ( V	ℝ , 		¸    (د فقط  کې فصل دی مونږ په يس له دی :ټنو  

 .   کې نيسونظروي په   ℂ =¸يا   ¸  = ℝ ولري اوبعد  معين چې فضا

-lin) ميپنګ خطی  �	→ ℝ	 �	L :ℝ  ھر د چې کې مووليدل ليما  8.1په   :ټنو 
map)    نظراساسی قاعده لپاره(canonical basis)   يوازې يوفقط ته 

 وي  Æ کهپس . دیموجود وي،    L(x) = A  چې   ℝ )	A∈ M(nxn, متريکس
 وکتور  مشخصهدھغه   xو ا ته  Lنظر   (eigenvelue)قيمت  مشخصه
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(eigenvector ) ی شو  .ويEداسي وکتور  مشخصه واقيمت  مشخصهبيا کو
 Ax = Æx   :  وليکو

رابطه بيا دا Eندې  وي، (unity matrix) متريکسواحد   ℝ )	En∈ M(nxn,  که
  :ده هموجود

Ax = Æx ⇔  Ax – Æx = 0  ⇔  Ax - Æ (En .x) = (A – Æ.	En ). x  

   :مثال

A = �	3 08 −1� 
∋L   د    A که End(ℝ�

 وا ي تهقاعد اساسی ظرن متريکس مربوط  (

  ∈ ℝ�
  v = �12�  وي، بيا :  

 A.v = �	3 08 −1�.  �12� = �36� = 3.	�12� = 3.v 

   .دیقيمت  مشخصهه مربوطد ھغه  3او وکتور  مشخصهوي  v  چېليدل کيږي 

 لري dimension )  ( بعد معين چېده  فضاو کتوری  وهي  ) 		¸,V (: 9.1ليما 

، 	¸   Æ ∈ ،(V) L∈ Ê.s	 ،  En   وا متريکسواحدA∈ M(nxn,	ℝ )   دL  
   :بيا.  دی ته (can-basis)  ېقاعد اساسینظر متريکس همربوط

 Æ قيمت  مشخصه(eigenvalue)  دی   ⇔   - Æ .En  ) = 0   det(A   

]   v ∈V ;  v  ≠  0  ∧  L(v) = ÆL ⇔ L(v) – ÆL = 0 ⇔ (L – Æ idv )v  = 0                   [   L  lin-map  ] ⇔  ker(L – Æ idv ) ≠ {0}       ⇔  dim(ker(L – Æ idv ) ) ≠ 0   ∧  dim(im(L- Æ idv ) < dimV ⇔ rank ( L – Æ idv  ) < dimV = n ∃   :ثبوت rank  له مخې تعريفد     [    د
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⇔ rank(A – Æ .En ) < n  ⇔  det(A – Æ .En  ) = 0           [    ليما   له مخې     7.5 د    ] 

  ∋End(V) Lو ا  dim(V) = n  چې فضاوکتوری وه ي ) 	(	¸,V 9.4:تعريف 

نوم  په ) characteristic  polynomial (مشخصه پولينوم  دتابع  داEندي. دی
  يږيياد ته  L نظر

PL :   ℝ → 			ℝ 

                     Q  	⟼   det(L – λid  ) 

pL   ې شوEندي کوE چېشرط  دی راوړو، په شکلپه   

M(nxn,	ℝ ) ∈ = (aij)     A  دL ته وي قاعده اساسی نظر متريکسه مربوط.    
t  دی متحول وي 

PL(t) = det(A – tEn )  

       = det( 

á
ââã			

k�� − t				k��					.		.							.									 .		. a��a��												k�� − t																		. . ⋮.																																														 ⋯ ..																																																																				..																																																															.		..																																																																.						a��						.		.			.				.														.		.		.										a�� − t	æ
ççè ) 

 

 مشخصهليما ته   9.1نطر  ) PL(t)   0 =يعنې (پولينوم  PL(t) حل د  

  .يد (eigenvalue) ونه قيمت

دلته غواړو د يو خطی ميپنګ مربوطه متريکس نظر اساسی قاعدي ته پيدا   : مثال
,�	ℝ) ددې کار لپاره د .کړو  ℝ		) فضا په نظر کي نيسو ری وکتو  .L    نديE په

   :دیويډول تعريف ش

                L :     ℝ	� 	→ ℝ	� 

       (x1,x2) ⟼ (2x1+x2, x2 ) 

,�	ℝ ( چېړوثبوت ک سره کوEی شو اسانیپه  ℝ	� ( L ∈ Hom   دی.   
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,�	ℝ) په    چېپوھيږو   ℝ		)(1,0)کې   وکتوری فضا e1 =    اوe2 = (0,1)  

رونه د وياوس تص. جوړوي   ) (canonical basisقاعده   اساسیوکتورونه 
e2 , e1 نظر  L  ته پيدا کو. 

 L(e1) = L(1,0) = (2.1+0 ,  0 ) = ( 2 , 0 ) 

 L(e2) = L(0, 1) = (2. 0 +1 , 1 ) = ( 1 ,  1 ) 

که . ه ويتشکيل  )ستون( ستني  متريکسه مربوط  Lونه د رويتص یاساسی قاعدد 
  وښيو  A په متريکس  غهھ

A = �	2 	10 1�	                                        

  .ته دی    e2 , e1 ياساسی قاعد نظر  L  د متريکس همربوط   Aيعنی  

 

A – t.E2  =   �2 − � 10 		1 − ��  
pL(t) = det(A – t.E2  = 

		2 − � 10 		1 − �    
              = ( 2 - t ) (1 –  t )    = 0 

 ⟹ t1 = 1   ∧   t2 = 2    
اوس غواړو دھغوي . موپيدا کړل 2او  1قيمتونه  مشخصهدوه 

  لپاره قيمت مشخصه 1لمړی د . اختصاصي وکتورونه پيدا کړو

( A – t.E2 )(x) = 0 

�2 − 1 10 		1 − 1� . ������= �1	 10 		0� . ������ = �00� ⟹ x1 + x2 = 0  ⟹   x1 = - x2 

Eig(L,1) = {(m,-m) │ m∈ 	ℝ } = {(m(1, - 1) │ m∈ 	ℝ }      
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 مشخصه (2- ,2)کيږي او   x1 = 2  ې ،وضع ش  x2 = -2 په ډول کهمثال د  

 .ته دی   t = 1قيمت مشخصه وکتور نسبت

  :امتحان

L(x1,x2) = (2x1+x2, x2 )   

L(2,-2) = (2.2 – 2, -2 ) = 1.( 2, -2 ) 

  لپاره قيمت مشخصه 2د 

( A – t.E2 )(x) = 0 

�2 − 2 10 		1 − 2� . ������= �0	 10 	−1� . ������ = �00� ⟹ 0.x1 + 1. x2 = 0  ∧  0.x1 + -1. x2 = 0  

x2 = 0   اوx1  هر حقيقي عدد كيداي شي 

Eig(L,2) = {(m, 0) │ m∈ 	ℝ } = {m(1, 0) │ m∈ 	ℝ }   

  يي  وکتور مشخصه ، یوضع ش  = x1   3او   x2 = 0  په ډول که مثال  د  
 :ځکه.دی (0 ,3)  

L(x1,x2) = (2x1+x2, x2 ) 

 ⟹ L(3,0) = (2.3+0, 0 ) = ( 2.3,0) = 2.( 3,0) 

∋L ( که  : 9.2مثال Ê.s(ℝ� وا A د يکسترم همربوط L وي.     

          A = �−1 6−1 		4� 
        A – t.E2  =   �−1 − � 6−1 		4 − ��  
      pL(t) = det(A – t.E2 ) = 

		−1 − � 6−1 		4 − �    = t2 – 3t + 2    



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

184 
 

     pL(t) = t2 – 3t + 2  = (t – 1) . (t – 2) = 0 

             ⇒ t1 = 1  , t2 = 2 

  ووکتور مشخصه د .يد ته Lنظر  ونهقيمت مشخصه 2 وا  1  

 (eigen vectors ) ندي  يدا کولولپاره بايدپEتEسيستم حل ي معاد
   شي

    (A – tE2)(x) = 0 

   ( A –t.E2)(x) =  �−1 − � 6−1 		4 − �� . ������  = �00� 
     :ت لپاره قيم مشخصه   = t 1  لمړی د 

( A –1.E2)(x) =  �−1 − 1 6−1 		4 − 1� . ������  = �00� 
                     =   �		−2 6−1 			3�.	������ = �00� 
                     =  ê		−2�� +	6��−1�� +	3��ë = �00� 
    ⇒  -2x1 + 6x2  = 0    ∧  -x1 + 3x2 = 0  ⇒  x1 = 3x2 

 ℝ ∈  x2 = m  (m  ( ونږم که. لريحل  پاراميتریلي معاد پورتني چېڅرنګه 

  کړووضع 

Eig(L,1) = {(3m,m) │ m∈ 	ℝ } = {m(3,1) │ m∈ 	ℝ }   

 مشخصه (1 ,3)کيږي او   x1 = 3  ې ،وضع ش  x2 = 1 په ډول کهمثال د  

 .ته دی   t = 1قيمت مشخصه وکتور نسبت

∋L ( که:    9.3 مثال  Ê.s(ℝ�  وا A د متريکس مربوطه L  نظر
   ويته  Basis ) ( standard قاعده اساسی
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    A = � 	5 −8−1 		3 � 
    A – t.E2  =   �	5 − � −8−1 		3 − �� 
 pL(t)  =  det(A – t.E2 )  =  

			5 − � −8−1 		3 − �      
         = (5 – t) . (3 – t ) – 8   

   pL(t) =   t2 – 8t + 7  = (t – 7) . (t – 1) = 0 

    ⇒ t1 = 7  , t2 = 1 

  .يد ته L نظر ونهقيمت مشخصه  7و ا 1  
سيستم ي معادEتبيدا کولو لپاره بايد Eندي   ( Eigen vector) و وکتور مشخصه د

  شي حل 

    (A – tE2)(x) = 0 

   ( A –t.E2)(x) =  �	5 − � −8−1 		3 − �� . ������  = �00� 
   7 t =   ت لپاره قيم مشخصه: 

( A –7.E2)(x) =  �	5 − 7 −8−1 		3 − 7� . ������  = �00� 
                      =   �		−2 −8−1 			−4�.	������ = �00� 
                      =  ê		−2�� −8��−1�� 			−4��ë = �00� 
    ⇒  -2x1 – 8x2  = 0    ∧  -x1 – 4x2 = 0  ⇒  x1 = -4x2 

  کووضع  ℝ ∈  x2 = m  (m  (  لري ،حل پاراميتری  يمعادلڅرنګه پورتنی  
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Eig(L,7) = {(-4m,m) │ m∈ 	ℝ }= {m(-4,1) │ m∈ 	ℝ }    

 مشخصهيو د ھغه. کيږي  x1 = 4 ي ، وضع ش  x2 = -1 په ډول کهمثال د 

  .دی  (1-,4) ته قيمت  مشخصه  t = 7 نظروکتور

 9.1:  تمرين

A = �	1 10 	2�  , B =  �	1 00 	2� 
( a )    A  ونه پيدا کړیوکتور  مشخصه ته مربوط متريکس.    

( b ) B     ونه پيدا کړیوکتور  مشخصه ته مربوط ريکسمت.    

 نهاعداد  حقيقیقيمت  مشخصهپه کې  چېښيو حالتکې يومثال  دی په: 9.4 مثال
  .دی

 ) L∈ Ê.s(ℝ� وا A   دL قاعده ساسیا نظر متريکس ) Basis  (standard 
   . ته دی

  

    A = � 	3 4−4 		3� 
    A – t.E2  =   �	3 − � 4−4 		3 − �� 
   pL(t)  =  det(A – t.E2 )  =  

			3 − � 4−4 		3 − �     
           = (3 – t) . (3 – t ) + 16     =   t2 – 6t + 25  =  0 

  t1,2 =  
¿	±√�¿aO.�P	�  = 

¿	±√�¿a�44	�  = 
¿	±√	a¿O	�  

  . لرې نه ونهقيمت مشخصهکې  ℝپه  پس دی ،  حقيقی عدد نه 64−	√  چېڅرنګه 

*  :مثال ∈ h(2�2	, ℂ)   نديE لريشکل:  

          A = � 	3 4−4 		3� 
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  .یو ته داعداد کمپليکسنظر دلته مګر. لري شکل پورتني مثال  د متريکس Aد 

t1,2 =  
¿	±√�¿aO.�P	�  = 

¿	±√�¿a�44	�  = 
¿	±√	a¿O	�   

      = 
¿	±�	(a�).¿O	�  = 

¿	±√	YÔ	.	�Ô		�  

      = 
¿	±�Y	� ±  = 3±4i 

  4i-3 بل وا 4i+3يو   چېلري ونه قيمت مشخصهه دو ته   ℂ نظر  چېوليدل شو 

 .دی

∋L(   :  9.5تعريف Ê.s(ℝ,   وا ) (nxn, ℝ A ∈  د L متريکس همربوط 
  .دی ته قاعده  اساسی نظر

( a )   كه Eig(L,	Æ )  فضا مشخصه  (eigenspace) نظر Æ  وي ،  ته قيمت مشخصه
په -geom)  (geometric multiplicity multip  د)Æ )  dim	Eig(L, (  بيا

  .نوم ياديږي
( b )   که   Characteristic polynomial ) نظر ) ولينوم پ همشخص  L   ته
  : ولري شکل Eندي 

PL(t) = det(A – tEn )  

       =  (  Æ�– t )k1 . (  Æ� – t )k2 . …. .  (  Æ� – t )kn 

      ki   د	ÆÑ  (i=1,2,…,n )  د  
 (algeb-multip) algebraic multiplicity  مونږ ھغه په و  اپه نوم ياديږي ) 	ÆÑ (PL, Ç   سره ښيو.  

∋ℝ  )    L	, :مثال  Ê.s(ℝ�   .  کهℬ  دقاعده  اساسی ℝ	�   و  اA  د L 

        ته وي  ℬنظر  متريکس  همربوط

A:  = 	hℬ(É)  = 	Û 0 −1 1−3 −2 3−2 −2 3Þ 
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PL(t) = det(A – tE3 ) = û−� −1 1−3 −2 − � 3−2 −2 3 − �û  
  لري شکل  Eندي (char-polyn) پولينوممشخصه د ھغه 

PL(t) = -t3 + t2 + t – 1 = -( t – 1 )2.(t + 1 ) 

 و ا �Æ	  1 =  يعنی. دی  1- او  1 يي (eigenvalues) ونهقيمت مشخصه

  = - 1  Æ�  .پسAlgebraic multiplicity    دÆ�  دوا  2 په  ويمسا Æ� 

  يعنی. دی 1 په ويمسا

= 2 ) 	Æ� (PL, 	Ç 1 =و ا ) 	Æ� (PL, Ç  

يدا پ  ( eigen vectors) ونهوکتور مشخصه ربوطهمقيمت  مشخصه �Æ	  1 =د 
  شي سيستم حل ي معادEتکولو لپاره بايد Eندي 

  

 Û0 − 1 −1 1−3 −2 − 1 3−2 −2 3 − 1Þ . Û����x�Þ  

               = Û−1 −1 1−3 −3 3−2 −2 2Þ .  Û����x�Þ   = Û000Þ 

⇒  - x1 – x2 + x3 = 0   ⇒ x3 = x1 + x2 

Eig(L,1)  = { (x1,x2,x3) ∈ ℝ�
 │ x3 = x1 + x2 }  

             = { x1(1,0,1) + x2(0,1,1) } 

  پس ده ،    Eig(L,1)دقاعده   وهي  ونهوکتور   (0,1,1) ، (1,0,1) چېڅرنګه   
Eig(L,1) ) = 2 dim(  يعنی   .دیgeometric multiplicity  نظر  

 = 1 Æ�  1- =د  .دی  2   ويمسا ته  قيمت مشخصه  	Æ� مربوطهقيمت  مشخصه 

س څخه Eحل  د سيستمي معادEتد Eندي   ( eigen vectors) ونه وکتور مشخصه
    . اځي ته ر
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Û0 + 1 −1 1−3 −2 + 1 3−2 −2 3 + 1Þ . Û����x�Þ  

= Û 1 −1 1−3 −1 3−2 −2 4Þ .  Û����x�Þ   = Û000Þ 

⇒  

  x1 – x2 + x3 = 0   

     – 4x2 + 6x3 = 0   

 ⇒ x2 =  
��  x3     ∧  x1 = 

�� x3 

 مشخصه مربوطد ھغه  .دیعدد  حقيقی وي دلته  aالبته . شېوضع   x3 = a    که 

 :لريشکل  Eندي)   eigenspace (  فضا

Eig(L,-1) = { (x1,x2,x3) ∈ ℝ�
 │ x1 = 

�� x3  ∧  x2 = 
��  x3 }  

               =  { (
�� a  ,	�� a ,a) ∈ ℝ�

 }   = { 
²�  (1,3,2) │ a∈ ℝ	

 } 

  پس. ده   Eig(L,-1)دقاعده  وهي وکتور  (1,3,2)  چېڅرنګه  
 Eig(L,-1) ) = 1 dim(  . يعنیgeometric multiplicity  نظر  
 = -1  Æ�  دی 1 ويمسا ته قيمت مشخصه.  

 .دی ∋	End(V) L وا لري بعد معين چې فضا وکتوریوه ي (		¸,V):  9.2ليما 
  نسبت (eigenvectors) ونهوکتور یصاختصا vm   ,v2,….,    v1 که
 , …. ,	Q� , Q³ 	QJ ونوقيمت همشخص مختلف(eigenvalues)  ته وي ، بيا  

vm ,…,v2 ,v1  مستقلخطی (lin-indep) وا دی dimV  ≤     m  دی. 

  :شيبايد ثبوت : ثبوت
a1v1 + a2v2 + … + amvm = 0 ( ai∈ 	¸ , i = 1,2,…,m) 
           ⇒ a1 = a2 = … = am = 0 

  .کو استفاده ي څخه طريق complete inductionلپاره د  ثبوت د
  :ځکه. کويصدق لپاره   m = 1  د :حالتلمړی  
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a1v1 = 0  ⇒  a1 = 0  [  وکتور مشخصه   دی  v1  [   ځکه 

  ګويصدق لپاره    m-1  د چېکوفرض  :حالت م ويد
  کوي صدقلپاره ھم   m  د چېشې  بايد ثبوت  :حالتدريم 

  :نوليکلی شو. دي  λÑ نطروکتوري اختصاص vi   چېڅرنګه 

L(vi) = λÑvi    (i∈ ℕ		, i = 1,2,…,m)        

 a1v1 + a2v2 + … + amvm = 0 ( ai∈ 	¸ , i = 1,2,…,m)    (∗) ⟹		L(a1v1		+	a2	v2		+	…	+	am	vm	)	=	L(0)	=	0	⟹ a1.L(v1 ) + a2 .L(v2 ) + … + am .L(vm ) = 0 ⟹ a1.	λ�v1 + a2 .	λ�v2 + … + am .	λÎvm = 0      (∗∗) 
بيا Eندي   کړو،تفريق څخه    (∗∗)  اوبيا لهضرب  کې  �λ پهمعادله   (∗) که
 :  Eس ته راځي دلهمعا

  a2 . (	λ� − λ� )v2 + a3 . (	λ� − λ� )v3  

                          + … + am .	(	λÎ − λ�	)vm = 0 

Induction بايد  مخېله ی يفرضد:  
a2 . (	λ� − λ� )= 0 , a3 . (	λ� − λ� ) = 0 ,…, am .	(	λÎ − λ�	) = 0 

�λ پس    .  دی مختلف ونه يو له بل څخهقيمت مشخصه چېڅرنګه   − λ� ≠ 0  ,  λ� − λ� ≠ 0  , …… , λÎ − λ� ≠ 0   ⇒  a2 = a3 = … = am = 0 

 :نيسې شکل Eندي معادله(∗)  

a1v1 + 0.v2 + … + 0.vm = 0 ⇒ a1 = 0         [    v1 ≠ 0  ځکه    ] 
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⇒  v1 , v2, …. Vm   lin-indep 

   9.6:تعريف 

( a )   وي∈ h(. × .,¸	) A   دمتريکس diagonal matrix   

  البته . )   j ≠ i (    aij = 0   چې  شرط دی په نوم ياديږي ، په )تريکسمقطري (  

    دي ناصرع Aد  aij  دلته   

( b )  وي  ∈ h(. × .,¸	) A  ته  متريکس  diagonalizable لوي متريکس  
  چېوي موجود   ¸)   ∈ S	GL(n, متريکس وي چې  شرط دی په ،کيږي  
  S

-1
.A.S وي diagonal هغه په  او مونږ وي متريكسD  يعني.  ښيوسره : 

 

D:= S-1.A.S =    

á
ââ
ã		s�� 	 	 	 	 		 		s�� 	 	 	0 		 	 . 	 	 		 	 	 . 	 		 	0 	 	 		s,, 	æ

çç
è

 

( c )   ∈ h(§ × .,¸	) A,B 
    ل کيږي ، پهوي   ( equivalence) معادل متريکس Bته د متريکس   A د  
 ¸)   ;  B = S.A.T-1	 ∃ T ∈ GL(n,	¸)    ∧	S ∈ GL(m, ∃  :  چېشرط  دی 

( d )  ∈ h(. × .,¸	) A,B  
  شرط  دی ل کيږي ،  پهوي ( similar)ه مشاب متريکس Bته د متريکس   A د    

  ¸) ; B = S.A.S-1	S ∈ GL(n, ∃  : چې    

  .سره ښيو  B  ~ Aونږ بيا ھغه په ، مويمشابه  ونهمتريکس Bو ا Aکه 

  :مثال

A = �	1 10 	2�  , B =  �	1 00 	2� 
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    A   د  متريکسB مشابه  متريکس(similar )  ځکه. دی:  

  :ولري شکل  يEند متريکس Sکه د 

S = �	1 10 	1�      ⇒  S-1 =  �	1 −10 	1 � 
S-1.A.S = �	1 −10 	1 �. �	1 10 	2� . �	1 10 	1�  
           = �	1 −10 	2 � . �	1 10 	1�  =  �	1 00 	2�  =  B 

 : ټنو

( a )     
( i )نهومشابه متريکس ( similar matrices ) ات لري ديترمين ويمسا 

( ii ) ومتريکس مشابه د ( similar matrices )  ونه قيمت مشخصه 

(eigenvalues ) ونه وکتوري اختصاصد ھغوي مربوطه مګر. دی ويمسا سره
 .کړیامتحان  کې تمرينپه 9.1    کوEي شی دحاEت  دا. دی نه ويمساسره  

( b )   معادل(equivalence ) رنک  ويمتريکسونه مسا(rank) يلر  
  مثال

A = �	1 00 	0� , B = �	0 10 	0� 
 
Rank(A) = 1 = Rank(B)  

  متريکسونه سره معادل دي Bاو  A پس 
  قطري متريکسونه خواص :نوټ 

  :قطري متريکسونه لرو Bاو   Aمونږ دا Eندي 
  

A = 

á
ââ
ã		k�� 	 	 	 	 		 		k�� 	 	 	0 		 	 . 	 	 		 	 	 . 	 		 	0 	 	 		k,, 	æ

çç
è
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B = 

á
ââ
ã		l�� 	 	 	 	 		 		l�� 	 	 	0 		 	 . 	 	 		 	 	 . 	 		 	0 	 	 		l,, 	æ

çç
è

 

 

(a) 

A + B = 

á
ââ
ã		k��	 + 		l�� 	 	 	 	 		 		k��	 + 		l�� 	 	 	0 		 	 . 	 	 		 	 	 . 	 		 	0 	 	 		k,,	 + 		l,, 	æ

çç
è

 

 

( b ) 

 

A . B = 

á
ââ
ã		k��	. 		l�� 	 	 	 	 		 		k��	. 		l�� 	 	 	0 		 	 . 	 	 		 	 	 . 	 		 	0 	 	 		k,,	. 		l,, 	æ

çç
è

 

 

 

A2 = 

á
ââ
ã		(k��)� 	 	 	 	 		 		(k��)� 	 	 	0 		 	 . 	 	 		 	 	 . 	 		 	0 	 	 		(k,,)� 	æ

çç
è
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  ټول عناصريی د اصلی قطرEندی صفر وي د چېمتريکس يو: 9.7 تعريف 

upper triangular matrix )ندی و ا په نوم ياديږی )مثلثی متريکس  پورتنیE
  لريشکل 

  
 

* =
áâ
ãk�� 	 	 	 		 		 k�� 	 	 ∗ 	 		 	 ⋱	 	 	 		 0	 	 ⋱	 	 		 	 	 	 k,, 	æç

è
 

 :يعنی
i > j   ⟹ aij = 0    ( i,j = 1,2,…,n ) 

 

متريکس اصلی قطر ) ی  مثلث پورتنی((((      upper triangularد يو : 9.3ليما
 دي  (eigenvalues)يمتونه ق مشخصهعناصر د ھغه 

  :ثبوت

* =
áâ
ãk�� 	 	 	 		 		 k�� 	 	 ∗ 	 		 	 ⋱	 	 	 		 0	 	 ⋱	 	 		 	 	 	 k,, 	æç

è
 

  PL(t)	=	det(A	–	tEn	)		
									=	det(

á
ââ
ãk��	– � 	 	 	 		 		 k�� − � 	 	 ∗ 	 		 	 ⋱	 	 	 		 0	 	 ⋱	 	 		 	 	 	 k,, − � 	æ

çç
è) 

 
      = (a11- t).( (a22- t). .... (ann- t) = 0 
    ⟹ t1= a11 , t2= a22 , … , tn= ann 

      ونه ديقيمت مشخصه متريکس د ھغه Aعناصرد قطری  چېوليدل شو
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.)h ∋ :    9.4ليما × .,¸	) A  و اGL(n,	¸)   ∈ S  .بيا:  
( a )  A  وا  S-1.A.S ونه قيمت مشخصه عين (eigenvalues)  لري 
( b )  که S-1.A.S  ونال متريکس گديايو)diagonal matrix (پدی ، وي

      ونه ديقيمت مشخصهمتريکس   Aد عناصر قطر د اصلی S-1.A.Sد  صورت
 =:S-1.A.S D:    يعنی. سره ښيو D په S-1.A.S مونږ: ثبوت

 ( a )   PD(t)	=	det(S-1.A.S	–	tEn	)	= det(S-1.A.S	–	S-1.tEn	.	S)											=		det(S-1(A	–	tEn	).S	)										=		det(S-1).	det(A	–	tEn	)	.	det(S)		
								=	 �þ�ù	(T)		.	det(S)(	det(A	–	tEn	)	=		det(A	–	tEn	)	=	PA(t)	  ويمساپس . دي ويمساپولينوم سره  مشخصه A او  S-1.A.Sد  چېليدل کيږی 	

  لري ھمقيمتونه  مشخصه

( b ) که :ثبوت S-1.A.S  متريکس ونال گديا)diagonal matrix (د بيا، وي 
د )  elements diagonal(ی عناصر قطراصلی   S-1.A.Sد  له مخیليما  9.3
 A ی د  پولينوممخی مشخصه  له ( a ) د  چېڅرنګه  .دي قيمتونه مشخصه   ھغه

   ونهقيمت مشخصه   Aعناصر د قطرد   S-1.A.Sپس. دي ويمسا سره S-1.A.Sو ا
 )eigenvalues  (دي  

.)h ∋: 9.1قضيه  × .,¸	) A , vn ,…,v2 ,v1  ده ,¸وکتورونه يوه قاعده د .  
  :بيا. ويمتريکس S وي د (columns)ستنی  وکتورونه  vn ,…,v2 ,v1که        

( a ) S   معکوس پذير متريکس)invertible  (دی  
( b )  نديEديمعادل  ديوبل سره يافاد  

    ( i )  

S-1.A.S = 

á
ââ
ãÆ� 	 	 	 		 		 Æ� 	 	 0	 		 	 ⋱	 	 	 		 0	 	 ⋱	 	 		 	 	 	 Æ, 	æ

çç
è
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 ( ii )     vj  ( j = 1,2, ... , n )  دA  او وکتور مشخصه ÆÃ   مربوط   دھغه  

  دی قيمت مشخصه          
 ( a )ثبوت  

v1, v2, ... , vn  basis ⟹  v1, v2, ... , vn lin-indep 

 ⟹ rank(A) = n ⟹  det(A) ≠ 0 ⟹  A invertible 

  (b) ثبوت

A diagonalizable ⟺	∃ S ∈ GL(n,	¸) ; 

                 S-1.A.S = D =  ÛÆ� 		 ∗				 ⋱ 	0 	 Æ,Þ 

                          ⟺ A.S = S.D 

  پس. دي (columns)ني ست Sوکتورنه د  vn ,…,v2 ,v1 چېڅرنګه 

A.S = (Av1, Av2, ... , Avn ) = S.D = (v1 Æ�, v2 Æ�, ... , vn Æ, ) ⟺ Avj = ÆÃ vj       ( j=1,2, … , n ) 

  vj ( j = 1,2, ... , n )  دA  مربوط  وکتورونه مشخصه ÆÃ ته قيمتو مشخصه
 دي

 :مثال

A = �−2 	6−2 5� 

لمړی غواړو دھغه . متريکس دی Diagonalizable يو  A  چېړوثبوت کړو  غوا 
  قيمتونه پيداکړو مشخصه

 A – t.E2  =   �−2 − � 6−2 		5 − ��  
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pA(t) = det(A – t.E2  =  
	−2 − � 6−2 		5 − �   = ( -2 -t).( 5 -t) + 12   

        = t2 -3t -10 + 12 = t2 -3t  + 2  = ( t - 1 ) (t –  2 )    = 0 

 ⟹ t1 = 1   ∧   t2 = 2    
اختصاصي   اوس غواړودھغه مربوطه. ونه ديقيمت مشخصه 2و ا 1

  لپاره قيمت مشخصه 1لمړی د . وکتورونه وپيداکړ 

( A – t.E2 )(x) = 0 

�−2 − 1 6−2 		5 − 1� . ������ = �−3	 6−2 		4� . ������ = �00� ⟹    -3x1 + 6x2 = 0    ∧  -2x1 + 4x2 = 0 

⟹   Eig(A,1) = {(x1,x2)	∈ 	ℝ�
 │ -3x1 + 6x2 = 0  }    

                     = {(x1,x2)	∈ 	ℝ�
 │ x1 = 2x2   } 

  دی وکتور  مشخصهيو(2,1) لپاره  x2 = 1 د دمثال په ډول 
     ونه پيداکړووکتور مشخصه  مربوط قيمت مشخصه 2اوس د 

  
( A – t.E2 )(x) = 0 

�−2 − 2 6−2 		5 − 2� . ������ = �−4	 6−2 		3� . ������ = �00� ⟹    -4x1 + 6x2 = 0    ∧  -2x1 + 3x2 = 0 

⟹   Eig(A,2) = {(x1,x2)	∈ 	ℝ�
 │ -2x1 + 3x2 = 0  }    

                     = {(x1,x2)	∈ 	ℝ�
 │ x1 = 

��x2   } 

  دی (3,2)  وکتور مشخصه لپاره  x2 = 2دمثال په ډول د 
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 مشخصه يی columns)   (يستن چېمتريکس داډول تعريف شی،  Sاوس بايد  

  يعنی. ويوکتورونه 

S = �2 31 		2�    
det(S) = 1  

S-1 = 
�þ�ù	(T) � 2 −3−1 		2 � = 

�� � 2 −3−1 		2 � = � 2 −3−1 		2 � 
S-1.A.S = � 2 −3−1 		2 �.	�−2 	6−2 5� . �2 31 		2�  
    = � 2 −3−2 4 � . �2 31 		2� = �1 00 		2� 

 A د  مخی دتعريف لهپس . دی  متريکس ونالگديا وي  S-1.A.S  چېليدل کيږی 

  دی Diagonalizable  متريکس
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  فصللسم 
 اقليدي وکتوري فضا

 )  space  Euclidean  ( 

,V):  10.1تعريف    ده  فضا وکتوریوه ي (¸

s : V x V  →  ¸ 

     (v,w)  ⟼ s(v,w) 

 په نوم ياديږي  bilinearform  وسره دخواصد Eندي  تابع  s  د

v,v´,w,w´∈  Æ ∋ ¸و   �	

( i ) s(v+v´,w) = s(v,w) + s(v´,w)   ∧   s(Æ.v,w) = Æ.s(v,w) 

( ii ) s(v,w+w´) = s(v,w) + s(v,w´)   ∧   s(v,	Æ.w) = Æ.s(v,w) 

 ل کيږي  که چيريوي )متناظر( symmetric  ته   bilinearformوي

  s(v, w) =  s(w,v) د  ، وېalternating نوم ياديږي که چيري هپ  

  s(v, w) = - s(w,v)  او وې positive definite  که چيري دی    s(v,v) 

  وکړي لپاره صدق    ≠ v   0ھر د  0 <

−ℝ 10.2:تعريف  	scalar	product		) (    (V, ℝ) ندي چې  < , > که وا ده  فضا وکتوریوه يE  وي دی ، ويشتعريف 
bilinearform وې  

   < , > : V x V  →  ℝ 

          (v,w)  ⟼ <v,w> 

 په نوم ياديږي  scalar product  سره د وخواصد Eندي    < , > 

 ( i ) <v ,w> = <w, v>                   

( ii ) <v, v>  > 0        (   v ≠      (  د   0

,V)پر  bilinearform ويعنی ي ℝ)  په عين وخت کې  چې  فضاوکتوری 

symmetric  وا positive definit ، وي   scalar product  ل ويورته
 کيږي
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  تمرين 

 < , > : ℝ� x ℝ�  →  ℝ 
           ( x, y )  ⟼ <x,y>    

  وې ويEندي ډول تعريف ش په  < , > 

<x,y>  = < (x1, x2 ), (y1, y2 )> =  x1 . y1 + x2 . y2     

 دی scalar productيو  < , >   چېثبوت کړی   

  چېمونږ پوھيږو .   Interval  وي   ⊇ ℝ I = [a,b]   :مثال

    �(¶, ℝ):= Ap: ¶		 → ℝ	B	p	{�.�W.�K(			دی	متما	)	C   فضا وکتوریوه ي 

,¶)� پر  bilinearform داEندي تابع يو. ده  ℝ)  دی  

< , >:	�(¶, ℝ)	x	�(¶, ℝ)  →  ℝ 			                 			(f,g)						⟼	<f,g>	=		8 p(�)u(�)s�~² 	
,V)وه ي:  10.3يفتعر ℝ)  د  فضا وکتوری scalar product ℝ− سره د 

,V) په  په نوم ياديږي او مونږ ھغه )  (  Euclidean  spaceفضا  اقليدي وکتوري   سره ښيو (<,>
     ,standard scalar product  in ℝ)    ( : 10.4تعريف

,,ℝ)پر     ℝ)  ندي دا  فضا وکتوریE mapping   دی ويش تعريف  
 < , > : ℝ, x ℝ,  →  ℝ 
           ( x, y )  ⟼ <x,y>: =  x1 . y1 + x2 . y2 + … + xn . yn   

  دي  x = (x1, x2,….., xn) , y = (y1, y2, …. , yn )  دلته

  :سره کوEی شوثبوت کړو   اسانی په

x,x´,y,y´∈ ℝ, , Æ ∈ ℝ 

 ( i )  <x+x´,y> = <x,y> + <x´,y>   ∧   <	Æ.x,y> = Æ.<x,y> 

( ii ) <x,y+y´> = <x,y> + <x,y´>   ∧   <x,	Æ.y> = Æ.<x,y> 

  دی  bilinearform وي  < , >پس  

<x,y> = x1 . y1 + x2 . y2 + … + xn . yn  
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          = y1 . x1 + y2 . x2 + … + yn . xn = < y,x>    

      ⇒  < , >  symmetric 

<x,x> = ��� + ���+ … + �,�  ≥ 0   ⇒ < , >   positive definite 

,,ℝ)کې  نتيجه په و ا  scalar product وي  < , >پس     ℝ )  فضاوکتوری 

  .دی  space  Euclideanيو ته  < , >نظر  

په ځينوکتابو کې ورته  . نوم ياديږي په standard scalar product د < , >   
Canonical scalar product   ھم وای 

,,ℝ):  10.5تعريف  ℝ ) وه يEuclidean  ندي .   ده فضاE د تابع دا Norm  

ℝ,  →  ℝ4̀ : ∥  ∥ په نوم ياديږي  

         x  ⟼ ∥x∥ : = √< �, � >  =  �x�� + x�� +	… .+x��				 
  .سره دی قيمت  مطلقه د وينورم مسا کې فضا وکتوریپه   �ℝد 

 ∥x ∥x│ = │يعنی  

ھغه  وپه نوم ياديږي ا  normed vector space  سره د نورم  د فضاوکتوری  
  .سره ښودل کيږي ) ,ℝ ( ∥  ∥	,  په  

     مثال 

< , > : ℝ� x ℝ�  →  ℝ 
         ( x, y )  ⟼ <x,y>: =  x1 . y1 + x2 . y2     

X = (1, 2) , y = (3,4) ∈ ℝ�  
<x,y> = 1.3 + 2.4 = 11    

   ∥x∥  = √< �, � >  = √	1.1 + 2.2 = √	5 

  صورت  دی په. تر مينځ وې  yو ا x ده ويزا  α که   :يادداښت

  scalar product  ندیE ليکی شو ډول په:      

<x,y> = ∥ � ∥.∥ D ∥	.cosW 



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

202 
 

  وي مطابق  افادهقيمت د Eندي   cosWد  چېشرط  دی په

                                      > 0             ,   0 ≤ α < 
X�  

              CosW: =       

                                    < 0                ,  
X� < α ≤ 	π 

,,ℝ)	 پر: 10.6تعريف    دی ويشتعريف په Eندي ډول  dباندي    (	∥		∥

d : ℝ, x ℝ,  →  ℝ4̀  

      ( x, y )  ⟼ d(x,y): = ∥ D − � ∥ 
 d  د  distance Function  دا ويا metric  دلته .په نوم ياديږي  d (x,y)  

   :Eندي خواص لري تابع  dد .  هو ترمينځ ددو نقط yو ا x دفاصله 

  x,y,z∈ ℝ, 

( a )   d(x,y) = 0  ⟺  x = y 

( b )   d(x,y) = d(y,x)          ( symmetric ) 

( c )   d(x,z)  ≤ d(x,y) + d(y,z) 

 په ھغه وا په نوم ياديږي metric space  سره د  metric د فضا وکتوریوه ي

(ℝ,, s) ښودل کيږي .space metric د euclidean metric   په نوم ھم
  ياديږي 

  مثال   

d : ℝ� x ℝ�  →  ℝ4̀  
      ( x, y )  ⟼ d(x,y): = ∥ D − � ∥ 

 �x = ( 1, -2, 2) , y = ( 3,0, 1)∈ ℝ:   د مثال په ډول

 d(x,y) = ∥ D − � ∥ = ∥ ( 3,0, 1) - ( 1, -2, 2)∥ = ∥ ( 2, 2, -1)	∥ 
          = �< (	2, 2, −1)	, (	2, 2, −1) >     

          = √	4 + 4 + 1  = √	9  = 3 
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    :مثال

d : ℝx ℝ  →  ℝ4̀ 	 
      ( x, y )  ⟼ d(x,y):= │x − 	y│  

(ℝ, s)  فضا ېميتريکوه ي (metric space) صورت  يعمومه پ اويا.  ده:  

d : ℝ, x ℝ,  →  ℝ4̀ 	 
      ( x, y )  ⟼ d(x,y):= ∑ 	,Yå� │xÑ −	yÑ│  

(ℝ,, s)  فضا ېميتريک وهيھم  (metric space)  ده.  

,,ℝ)  : 10.7تعريف  ℝ ) اقليدې  وهي) Euclidean  (ده فضا  .∈ ℝ, x,y 

( a )  x وا y په ℝ,   اورتوگونالکې (orthogonal) که ، دی  
      <x,y> = 0  د . شيx وا y وکتورو Orthogonal    چېمعنی دا x,y    

   . سره ښيو  y	⊥	x ھغه  په  او مونږ دی پريوبل عمود      
   ( b )  x وا y  په ℝ,  نورمال  اورتوکې(orthonormal)  دی ، په دی   

    : چېشرط       
<x,y> = 0        ∧   ∥ � ∥ = 1  =  ∥ D ∥ 

( c )  vn,…,v2,v1   په ونه وکتور ℝ,   کې orthogonalsystem  يد  ،  

vj  )    j	⊥	viکه       ≠i   (  وي  .  

  ، که چيرې يږيل کوي orthonormagsystem تهاورتوگونال سيستم  وي   

 = 1 ∥ LY قاعده   اساسی کې ,ℝ په  .په نوم ياديږي   orthonormalbasis ھم وي ، د ,ℝ د (basis)قاعده   چې نورمل سيستم اورتو ويکه .   لپاره  i ھر د ∥
 (canonicalbasis)وي orthonormalbasis په ډول په مثال د . یدℝ�  کې

e1 و اe2  وي ونهوکتور  orthonormalbasis  ځکه. دی:  

<e1,e2> = <(1,0),(0,1)> = 1.0 + 0.1= 0 ⟹ e1,e2 orthogonal 

   :له بلې خوا

∥ K� ∥ = √< K�, K� >  = �<, (1,0)	, (1,0)	 >   

         = √	1.1 + 0.0 = √	1 =1  
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∥ K� ∥ = √< K�, K� >  = �<, (0,1)	, (0,1)	 > 

         = √	0.0 + 1.1 = √	1 =1 

  ⟹ e1,e2 orthonormal 

   . هھم د orthonormalbasis پس. ده �ℝ دقاعده  وه ي  e2و ا e1 چېپوھيږو 

  . دی  normed vector space  وي ) ,ℝ ( ∥  ∥	,  چېمونږ پوھيږو  :ټون 
  orthonormalbasis  ميتود په استفادی سره کوEيی شو gram-schmidt د 

  .وړپيداک فضا کیوکتوری  ,ℝپه  
په  projetion operator د  چېEندی عمليه ،  وباندیدووکتور  vاو   uپر یړلم

  :دهويشتعريف ،  نوم ياديږی

Proju(v): = 
[\,�][\,\] u 

  .دی حاصل ضرب سکالری  < , > دلته البته 
 gram-schmidt د چې، طريقه process gram-schmidt   په نوم ھم

  :ياديږی، په Eندی ډول ده 
  

v1,v2,…,vn∈ ℝ, 

u1:= v1 

u2: = v2 - proj\ª(v2) 

u3: = v3 - proj\ª(v3) - proj\Ô(v3) 

u4: = v4 - proj\ª(v4) - proj\Ô(v4) - proj\ó(v4) ⋮ 
un: = vn =  ∑ 	proj\�(	v�)		�a�Ñå�   

 

wi:= 
\�∥\�		∥    ( I = 1,2,3,…,n ) 

wi وه اورتونورمال قاعده ي کتورونه و) orthonormalbasis  (د  ℝ, ده.  
∋(2,2)	=	v2	,	(3,1)	=	v1   :مثال (ℝ�, ∥		∥	)		u1:=	v1	=	(3,1)	

u2: = v2 - proj\ª(v2) = v2 - 
[\ª,�Ô][\ª,\ª] .u1 = (2,2) - 

[(�,�),(�,�)][(�,�),(�,�)] .(3,1) 

      = (2,2) – 
�.�`�.��.�`�.� .(3,1) = (2,2) - 

��4 (3,1)= (2,2) +  (	a��P  , aOP )  
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      = (	a�P  ,		¿P	) 
wi:= 

\�∥\�		∥ 							(	W = 1,2	) w1	=	 \ª∥\ª		∥	=	 �∥(�,�)		∥	.(	3,1)	=	 �√Å`�	.(	3,1)	=		 �√�4	.(	3,1)			 
     =	 �

^	ô_Ô`		(	a�P  ,		¿P	) =	 P√	O4		.	(	a�P  ,		¿P	) = 	 ��.√	�4		.	(−2 ,		6	)  
     = 	 �	√	�4		.	(−1 ,		3	)  	
<w1,w2> = < 

�√�4	.(	3,1)	, �√�4	.(	-1,3)	> = 	a��4 +		 ��4 = 0 

و ړاوس غوا. دي orthogonal له يوبل سرهوکتورونه  w2و ا w1 چېوليدل شو 
  ھم دي orthonormal  چېو ړکثبوت 

  	∥	w1	∥	=	∥	 �√�4	.(	3,1)		∥	=	^� �√�4�� 	+ 	� �√�4��																		=	^	 Å�4		 +	 ��4		=	1	
 

∥	w2	∥	=	∥	 �√�4	.(	-1,3)		∥	=	^� a�√�4�� 	+ 	� �√�4��																		=	^	 ��4		 +	 Å�4		=	1	
 .  ويړجو orthonormalbasis وکتورونه  w2و ا w1  پس . ده �ℝ دقاعده  وهي w2و ا w1 چېو ړکثبوت کوEی شوه اسانی پ

 

    ) �Vectorproduct in ℝ ( 10.8:تعريف 

,�ℝ)  د مونږ که ℝ )   اقليدي) Euclidean  ( وکتوري فضا په نظرکې
    :ونيسواوEندي تابع ولرو

x:  ℝ� x ℝ�  →  ℝ�	 
    ( v, w )  ⟼  v x w   
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 v x w ندي ډول تعريف شوې دهE په:  

v x w:= (v2w3 – v3w2, v3w1 - v1w3  , v1w2 – v2w1) 

ل ويکې  �ℝ په )حاصل ضرب وکتوری  ( vectorproduct ته تابع پورتنی 
 مګر. دیوکتور وي بيرته  vectorproductو کتورو  د دو چېليدل کيږي . کيږي

 .دی عدد يو      scalar productو کتورو  د دو

، کوEی  دی ويتعريف ش  �ℝ پورته په چې   vectorproduct ودو وکتورد د 
  :Eسته راوړو شکل ري په Eندي ليا  determinant  شو د

u = (u1,u2, u3) ,v = (v1,v2, v3) , w = (w1,w2, w3)	∈ ℝ� 
مينات له لياري رد ديت vectorproduct  ودو وکتور  wو ا vد   چېکه وغواړو 

اوس ھغه  .په  لمړی کرښه کې وليکل شي  مختصات   uد بايد  ،کړوپيده 
    ليکوشکل په متريکس ونه د وکتور

´A�ßد   jد لمړې کرښې اود  چېڅخه  په دا ډول Eسته راځي  A  د متريکس       

(j=1,2,3)  يعنی. وشيصرف نظر څخه ) ستون (ستنې   :  

    j=1 

A11 = �v� v�w� w�� 
   j=2  

A12 = �v� v�w� w�� 
   j=3  

A13 = �v� v�w� w�� 
v x w = ( (-)1+1 . det(A��´  ), (-)1+2 det(A��´  ), (-)1+3 det(A��´  )  ) 

         = (1.(v2w3 – v3w2 ),-1 . (v1w3 – v3w1 ),1.(v1w2 – v2w1)) 
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    :مثال

u = (u1,u2, u3) ,v = (1,2, 3) , w = (2,-2, 1)	∈ ℝ� 
 مينات له لياري پيده کړورد ديت   wو ا vد   Vectorproduct  غواړو

 

 

v x w = ((-)1+1 det(A��´  )  , (-)
1+2 det(A��´  )  , (-)

1+3 det(A��´  )  ) 

         = (1.det� 2 3−2 1� , -1. det�1 32 1� , 1. det�1 22 −2�  
         = ( 2.1 – ( -2.3 ) , -1. (1.1 – 2.3 ) , 1 . (-2) – 2.2  ) 

         =  ( 8, 5 , -6 ) 

 :  لري خواص  دا Eندي  Vectorproduct : ټنو

v , v´, w , w´ ∈ ℝ� , λ ∈ ℝ 

( 1 )  (v + v´) x w = v x w + v´x w   

         v x (w + w´) = v x w + v x w´ 

( 2 )  λ.v x w = λ. (v x w)      ∧      v x λw = λ. (v x w) 

( 3 )  w x v = -v x w       ∧   v x v = 0 

( 4 )   v x w = 0     ⇔   v , w  lin-dep  (  وابسته  خطی ) 

ړيکي تر مينځ ا scalerproductو ا Vectorproductد   ليما دا  10.3:ليما 
  ښيي  ) ارتباط(

u = (u1,u2, u3) ,v = (v1,v2, v3) , w = (w1,w2, w3)	∈ ℝ�	 
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( 1 )  < u x v, w > = detÛu� u� u�v� v� v�w� w� w�Þ    

( 2 )   < u x v, u > = < u x v, v> = 0 

  :ثبوت (1) 

u x v = (u2. v3 – u3 .v2, u1 .v3 – u3 .v1,. u1 .v2 – u2 v1) 

< u x v, w > = (u2. v3 – u3 .v2) .w1 + (u3 .v1 – u1 .v3) .w2  

                         + (u1 .v2 – u2 v1) . w3 

                   = detÛu� u� u�v� v� v�w� w� w�Þ 

  .لبته پورته ديترمينات د وروستی ليکې له ليارې Eسته راغلی دی ا

  : ليکلی شو له مخې   (1)  د : ثبوت  (2)

< u x v, u > = detÛu� u� u�v� v� v�u� u� u�Þ = 0 

، بيا   وي ويمسا کې سره متريکس په يوه ) سطر( دوه کرښي  چېځکه څه وخت 
  .دیصفر ديترميننت  له مخې د ھغه   (D2) د

 د ھغه دیمشابه  ثبوت  u x v, v> = 0 >  د

,V) په  10.9:ريف تع ℂ	)  کې فضایوکتوری په s   ندې ډولE ويشتعريف په 

    :دی 

   s : V x V  →  ℂ 

      (v,w)  ⟼ s(v,w) 

   s   نديE وسره دخواصد semi-bilinear   په نوم ياديږي 

v,v´,w,w´∈  ℂ ∈ Æو   �	

( i ) s(v+v´,w) = s(v,w) + s(v´,w)   ∧   s(Æ.v,w) = Æ̅.s(v,w) 
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( ii ) s(v,w+w´) = s(v,w) + s(v,w´)  ∧   s(v,	Æ.w) = Æ̅.s(v,w) 

  ید  Æد ) مزدوج (  complex conjugateدلته   Æ̅  البته

s   ته  positive definite ل کيږي ، که چيرېوي  s(v,v) > 0  ھرد  

0  v≠   لپاره صدق وکړي اوs د   hermitian  په نوم ياديږي ، که  �(J, L)úúúúúúúúú    = s(v,w)  وي .   

ℂ 10.10:تعريف  − 	scalar	product		) (    (V, ℂ	) ندي  چې  < , > که وا. ده فضا وکتوریوه يEوي وې دی ،تعريف ش 
semi-bilinear   وې:  

   < , > : V x V  →  ℂ 

             (v,w)  ⟼ <v,w> 

ℂ  ته  < , >  − 	scalar	product  ل کيږي ، که وي< , >   hermitian وا 
positive definite    بيا .ھم وي  (V, ℂ	) د وکتوری فضا  

 ℂ − 	scalar	product  سره د unitary vector space  په نوم ياديږي. 

     ,standard scalar product  in ℂ)    (:  10.11تعريف   

 z=a+ibد  ∋ℂ zر  ھ کې سيت په واعداد  (complex number)مختلط د  
 وهي  ℂ  چېله بلي خوا پوھيږو .   	̅� a-ib =. يد ∈ a,b	 ℝ ېچ ،لري شکل

,,ℂ)پر    .څخه دی   ℂ  ∈  z=a+ib  دھرکې  فضاوکتوري   �ℝپه  وکتور  وي  (a,b) وده ا فضاوکتوری  ℂ)  ندي ميپنګ  فضا وکتوریE باندي 
  :دی ويشتعريف 

 < , > : ℂ, x ℂ,  →  ℂ 
           ( x, y )  ⟼ <x,y>: =  x1 . D�úúú + x2 . D�úúú + … + xn . D,úúú    

 دی  x = (x1, x2,….., xn) , y = (y1, y2, …. , yn )   دلته

x,x´,y,y´∈ ℂ, , Æ ∈ ℂ 

  :چېشي ثبوت کيداي اسانی په 

( i )  <x+x´,y> = <x,y> + <x´,y>  ∧   <	Æ.x,y> = Æ̅		.<x,y>  



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

210 
 

( ii ) <x,y+y´> = <x,y> + <x,y´>   ∧   <x,	Æ.y> = Æ̅		.<x,y> 

  .دی    semi-bilinearوي  < , >پس  

<x,y> = x1 . D�úúú + x2 . D�úúú + … + xn . D,úúú 
          = D�úúú  . x1 + D�úúú . x2 + … + D,úúú . xn  

         = D�. ��úúú		úúúúúúúú	  + D�. ��úúú		úúúúúúúú  + … + D,. �,úúú		úúúúúúúú  
        =  D�. ��úúú		 +	D�. ��úúú +	…+	D,. �,úúú		úúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúúú	  
        = < D, � >úúúúúúúúúúú       
 ⇒  < , >  hermitian 

<x,x> = x1. ��úúú   + x2.	��úúú 	  + …+ xn �,úúú 	≥ 0   

 ⇒ < , >   positive definite 

,		,ℂ) وا scalar product و ي < , >پس   ℂ )  وي ته  < , >نظر  

  unitary  space  دی.    

  ځنې ورته. کې دی  ,ℂ په standard scalar product د  < , > 

   Canonical scalar product  ھم وای  .  

,�ℂ) په  standard scalar product مثال کې دی غواړو په :مثال ℂ) کې 

  کړوواضح 

x, y,w∈ ℂ� , Æ ∈ ℂ 

x = (x1,x2) = (a1+ib1, a2+ib2) , y = (y1,y2) = (c1+id1, c2+id2) 

w = (w1,w2) = (h1+iq1, h2+iq2) 

<x+y,w> = < (x1+ y1 , x2+ y2 ), (w1,w2)> 

              = (x1+ y1). J�úúúú + (x2+ y2). J�úúúú 
              = <( a1+ib1+ c1+id1, a2+ib2+ c2+id2),( h1+iq1,h2+iq2)> 

              = (a1+ib1+c1+id1).( h1-iq1) + (a2+ib2+ c2+id2).( h2-iq2) 
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                             = x1.	J�úúúú + y1.	J�úúúú + x2.	J�úúúú + y2.	J�úúúú 
              = <x,w> + <y,w> 

 

x, y,w∈ ℂ� , Æ ∈ ℂ 

x = (x1,x2) = (a1+ib1, a2+ib2) , y = (y1,y2) = (c1+id1, c2+id2) 

w = (w1,w2) = (h1+iq1, h2+iq2) 

<x+y,w> = < (x1+ y1 , x2+ y2 ), (w1,w2)> 

              = (x1+ y1). J�úúúú + (x2+ y2). J�úúúú  
              = x1.	J�úúúú + y1.	J�úúúú + x2.	J�úúúú + y2.	J�úúúú 
              = <x,w> + <y,w> 

 .کيږي  <x,y> +<x,w> <x ,y+w> =  چې وړکثبوت  ھمدارنګه کوEی شو 

<	Æ�,w> = < (Æx1,	Æx2), (w1,w2) > = Æx1.	J�úúúú + Æx2.	J�úúúú  
= Æ(x1.	J�úúúú + x2.	J�úúúú ) = Æ .<x,w> 

<x,	Æw> = <(x1,x2), (Æ w1,	Æ w2) > = x1.	ÆJ�úúúúú + x2.	ÆJ�úúúúú 
             = x1.	Æ̅.	J�úúúú + x2.	Æ̅.	J�úúúú = Æ̅.( x1.	J�úúúú + x2	.	J�úúúú )  
             = Æ̅.<x,w> 

   .دی semi-bilinear وي < , >  چېوثبوت ش 

ثبوت   کېحالت  مو په عمومي خواص hermitian  وا positive definite د
,�ℂ)و ا  standard scalar product   وي < , > کې نتيجهپه . کړل ℂ) و ي 

unitary  space  دی.  

,ℂ)  د  <z,z> 0 ≤   چېڅرنګه  :ټنو  ℂ)    کويصدق  کې فضا وکتوریپه .

    :پر ھغه تعريف کړونورم  کوEی شوEنديپس 
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∥  ∥ : ℂ  →  ℝ4̀  

          z ⟼ ∥z∥ : = √< �, � > 

 = i4  z+3   :په ډول مثالد

∥z∥ : = √< �, � > = √	�. �̅	 = �(3 + W4). (3 − W4)  
        =   �	3.3 + W4.3 − 3. W4 − (W. W). 4.4		 = √3.3 + 4.4  

       = √25  = 5 

,V)  10.10:تعريف  ℝ	) وه يeuclidian  بعد معين چېده  فضا وکتوری   

) dimension  ( که .لري s  وي  bilinearform و ا) = (v1,v2,….,vn ℬ  
شکل ته Eندي   ℬ  نظر متريکسه مربوط  s بيا د. وي (Basis)قاعده  دھغه  

  :لري

  

*ℬ	 		(�) = ì�(	L�, L�)							�(	L�, L�)															… ..				�(	L�, L,)						�(	L�, L�)		 �(	L�, L�)						 … . .								�(	L�, L	,)						⋮ ⋮ ⋮					⋮	�(	L,, L�)		 �(	L,, L�)							 ……			�(	L,, L,)				 í 

,V) که چيري ℂ	) وه يونيتریي   )unitary  (سره وې بعد معين د فضا وکتوری,  

s  وي  semi-bilinear  وا  ) = (v1,v2,….,vn ℬ   قاعده  د ھغه(Basis) 

    .ترتيب پيدا کړوعين کوEی شو په   ℬ متريکس همربوط sد . وي

�ℝ ℝ (غواړو په  مثال  دی په  :مثال 
   د کې وکتوری فضا)  ,

scaler product   نظرمتريکس  همربوط= (v1, v2, v3)  ℬ  ته پيدا  يقاعد
 کړو

v1= (1,0,0) , v2= (1,1,0) , v3= (1,1,1) 

 *ℬ = Û< L�, L� > < L�, L� > < L�, L� >< L�, L� > < L�, L� > < L�, L� >< L�, L� > < L�, L� > < L�, L� >Þ = Û1 1 11 2 21 2 3Þ  
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   فصل يولسم 

   استعمال  ويدھغوا وډولونهمتريکس  

  

 11.1:عريف ت
 A ∈ h(. × .,¸	) , A sysmmetric ,  
 x ∈ ℝ, , [   وکتورستونی است x  ] 

 په نوم )فورم  مربعی اويافورم مه درجه ويد( quadratic Form د تابع داEندي 
 ياديږي  متريکس Aنظر 

   qA  : 	ℝ� 		⟶ 	ℝ  

   x =  ì
	��..�,			 í ⟼	xt . A . x = (x1,x2,…,xn) . *	. ì

	��..�,			 í 

 
  

qA(x) = x t. A. x  = ∑ (	�Ñå�  ∑ kYÃ�Y�ßå� xj ) 

     
( a ) qA(x) ته semidefinite  positive دھر چېل کيږي، پدي شرط وي  
       x ∈ ℝ, 0 ≤  لپاره   qA(x)  وکړیصدق     

( b ) qA(x) ته definite positive  دھر چېل کيږي، پدي شرط وي  
       x ∈ ℝ, ≠  0   0 <لپاره  qA(x)    صدق وکړی       

 ( c ) qA(x) ته semidefinite  negative  دھر چېل کيږي، پدي شرط وي  
       x ∈ ℝ,   0 ≥لپاره   qA(x) صدق وکړی  

 ( d )  qA(x)  ته definite negative  ھرد  چېل کيږي، پدي شرط وي  
        x ∈ ℝ, ≠  0   0 >لپاره   qA(x) صدق وکړی  
 ( e )   qA(x) ته indefinite که يوشمير   ل کيږي، پدي شرط ويx ∈ ℝ,    
  چېموجود وي   ,x ∈ ℝاو يوشمير   qA(x)   0 ≥  چېموجود وي         
        ≥ 0   qA(x)شي     

  
 پيداکړو متريکس ذيل ندی دquadratic Form E غواړو :11.1 مثال
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A =�1 22 1�  ∈ h(2 × 2,ℝ	) 
A  و امتريکس مربعیsysmmetric  )دی) متناظر .  

   qA  : 	ℝ� 		⟶ 	ℝ  

   x =  î 	����		 ï ⟼	xt . A . x = (x1,x2) . *	. î 	����		 ï 

 qA(x) = xt. A. x = (x1,x2) . A. î 	����		 ï = (x1,x2)		. �1 22 1�	. î
	����		 ï 

        =  (x1 + 2 x2     2 x1 + x2) . î 	����		 ï  

       = (x1)
2 + 2 x1x2 + 2 x1x2 + (x2)

2 = (x1)
2 + 4 x1x2  + (x2)

2 
qA(x) وي indefinite  ځکه. مربعی فورم دی:  

x: = î 	����		 ï = 	�
	�	��	� 		 �   y: = î 	D�D�		 ï = 	ì

		− �	��	� 		 		 í	   
qA(x)	=				�	O 	+	4.	�	� . �	� 		+	�	O 	=	1	�	� 	>	0			qA(y)	=	�	O 	-	4.	�	� . �	� 		+	�	O 	=	-	�	� 	<	0	

  دی)   quadratic Form( فورم ه درج مهويد  indefinite وي  qA(x)پس
*  : 11.2 مثال  = Û 2 −1 0−1 2 −10 −1 2 Þ  ∈ h(3 × 3,ℝ	)  

   qA  : 	ℝ� 			⟶ 	ℝ  

   x =  ���	����		 �⟼	xt . A . x          

qA(x) =  x
t.A.x = (x1,x2,x3).	Û 2	 −1 0−1 2 −10 −1 2 Þ.	Û������Þ 
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          = (x1,x2,x3).	Û 2��	 −	 	��−�� + 2�� −��−��	 + 2��Þ 

         = x1( 2x1 – x2 ) + x2( -x1 + 2x2 – x3 ) + x3( -x2 + 2x3 ) 

         = 2 x�� – x1x2  – x1x2  + 2x�� –x2x3 –x2x3 + 2x�� 
         = 2 x�� – 2x1x2   + 2x�� –2x2x3 + 2x�� 
         = x�� + ( x1 – x2 )

2 + ( x2 – x3 )
2 + x�� > 0  [  qA(x) positive definite  ⟹  A positive definite  ⟹  [ که  x ≠ 0 وي  

.)A ∈ h: 11.2تعريف   × .,ℝ		)	  ،A sysmmetric  )متناظر  . (  

  (k=1,2,...,n)  Ak  عي مرب submatrix  د A  ، د  په کی چېدی A   
 n-k ستنو)colmns( کرښووا)rows ( وشیصرف نظرڅخه.  Akد  

Principal submatrix په نوم ياديږي، که چيريk   له يوه څخه شروع اوپهn 
  .په نوم ياديږي principal minorد  Akداډول  د det(Ak ) .ختم شی

  principal submatrix   leadingد   Principal submatrixيو  
)   a11يعنی  ( لمړی عنصر   Aکي د   Akپه ټولو  چېشرط  په دېپه نومياديږي ، 

په نوم  leading principal minor د  Akداډول  د det(Ak ).  شامل وي
      .ياديږي

 

A =�kYÃ� = Ûk�� ⋯ a��⋮ ⋱ ⋮a�� ⋯ a��Þ 

A1 = a11 ,  A2 = �	k�� k��k�� 		k��� ,  A3  =Ûk�� k�� k��k�� k�� k��k�� k�� k��Þ,  An= A 

 
    مثال  

 * = ì1 2 4 12 1 0 24 0 1 31 2 3 1í 1	� A1 = 1 ,  A2 =  ,  و 22 		1� ,  
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A3 =Û1 2 42 1 04 0 3Þ  ,  A4 = A =ì1 2 4 12 1 0 24 0 1 31 2 3 1í 

 
principal submatrix   leading دلته  A1 ،A2  ،A3   اوA4 = A دي   

  وي ، کار principal submatrix  leading چي Akمونږ پس لدي ھغه  :نوت
 .اخلو

.)A ∈ h:   11.1قضيه  × .,ℝ		)	  ،A sysmmetric  )متناظر ( ،qA(x) 

کی تعريف  11.3په  Ak، )يا مربعي فورم  درجه همويد( quadratic Formيو 
,�Æ	 او شوي متريکسونه  Æ�, … , Æ, دA بيا. قيمتونه دي مشخصه:    

( 1 )    
  ( a )  qA(x) positive definite  ⟺  A positive definite 
  ( b )  det(Ak) > 0 (1 ≤ 	à ≤ .	)  

 A positive definite  ⟺ )ي  ومثبت  principal minor  leadingيعنی ټول (                       
  ( c )   ÆY > 0   (1 ≤ 	W ≤   )ي وقيمتونه مثبت  مشخصهيعنی ټول (  (.
                             ⟺  A positive definite 
( 2 )    
  ( a ) qA(x) nigative definite     ⟺  A nigative definite 
  ( b )  (-1)k . det(Ak ) > 0 (1 ≤ 	à ≤ .)  	⟺ A nigative definite 
  ( c )  ÆY < 0   (1 ≤ 	W ≤ )ي وقيمتونه منفي  مشخصهيعنی ټول (  (.  ⟺  A nigative definite 
( 3 ) 
  ( a )  qA(x) positive semidefinite  ⟺  A positive semidefinite 
  ( b )  det(Ak) > 0 (1 ≤ 	à ≤ . − 1)  ⋀  det(An) = 0 
              ⟹ A positive semidefinite 
  ( c )   ÆY ≥ 0   (1 ≤ 	W ≤ .)      ⟺  A positive semidefinite 
( 4 ) 
  ( a ) qA(x) nigative semidefinite ⟺  A negative semidefinite 
  ( b )  (-1)k det(Ak) ≥ 0 	(1 ≤ 	à ≤ . − 1)  ⋀  det(An) = 0 
                  ⟹ A negative semidefinite 
  ( c )   ÆY ≤	 0  ( 1 ≤ 	W ≤ .		 ⟺   A negative semidefinite 
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( 5 ) 
  ( a )  A not positive definite 
         ⋀  A not  nigative idefinite   ⋀  det(An) ≠ 0  
              ⟹ A indefinite 
  ( b )   det(Ak) < 0   ( k even ( جفت ) ) ⟹ A indefinite 
  ( c ) ∃	W, � ∈ {1,2,… , .} ( i,j noneven ( طاق ) ;  
                                    ( det(Ai) < 0   ⋀  det(Ai) > 0 ) 
                 ⟹ A indefinite 
  ( d ) ∃ aii, ajj∈ A ; aii < 0  ⋀  ajj > 0  ⟹ A indefinite 

  . ومد ثبوت څخه اوس صرف نظرک
 :11.3مثال    

( a )   * = Û 2 −1 0−1 2 −10 −1 2 Þ 

A1 = 2    , det(A1) = 2 > 0 

A2 = � 	2 −1−1 		2 �    , det(A2) = 4 – 1 = 3 > 0 

A3 = A   , det(A3) = 2.( 2.2 – 1) –(-1)( -2 -0) = 6 - 2  = 4 > 0 

 det(Ak) > 0  ( k=1,2,3) ⟹  A positive definite	⟹  :په اساس  (b) .1 دپس د پورتني قضي 

( b )   احد متريکسونه وpositive definite دمثال په ډول. دي:  

Ê� = Û1 0 00 1 00 0 1Þ 

A1 = 1, det(A1) = 1 > 0 ,A2 = �	1 00 		1�   , det(A2) =  1 > 0 

A3 = A   , det(A3) = 1.( 1.1 – 0) = 1 > 0 
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⟹  E3  positive definite 
( c ) A 				=				�	4 00 		1�				

				A	–	t.E2		=						�	4 − � 00 		1 − ��	
	p(t)		=		det(A	–	t....EEEE2	)		=				4 − � 00 		1 − �																=	(4	–	t)	.	(1	–	t	)								
 p(t) =   (4	–	t)	.	(1	–	t	)	=	0   

 ⇒ t1 = 4  , t2 = 1 

 c ) (1)ي د پورتنی قض Aپس بايد . اختصاصي قيمتونه ټول مثبت دي چېڅرنګه 
)  

اکوEی په Eندي ډول يی ويا. متريکس وي   positive definiteپه اساس يو 
  :  ثبوت کړو

A1 = 4   , det(A1) = 4   

A2 = A = �	4 00 		1�  ,
.
det(A2) = 4.1 -0 = 4 

 ⟹  A positive definite  [   (1)    مخېله (b)   پورتنی قضي د  ] 

 :ا دمربعي فورم له بياريويا

   qA  : 	ℝ� 		⟶ 	ℝ  

   x =  î 	����		 ï ⟼	xt . A . x = (x1,x2) . *	. î 	����		 ï 

 qA(x) = xt. A. x = (x1,x2) . A. î 	����		 ï = (x1,x2)		. �4 00 1�	. î
	����		 ï 

        =  (4x1   x2) . î 	����		 ï = 4(x1)
2 + (x2)

2 > 0  [   [ که  x ≠ 0 وي  

⟹  qA(x) positive definite  
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⟹  A positive definite       [   (1)    مخېله (a)   پورتنی قضي د  ] 

 11.4:مثال 
( a ) 

A = �−3 00 		3� 
 A2 = A  ,   det(A2) = -9 -0 = -9 < 0 

A indefinite  : 5د پورتنی قضي ځکه.(b)  صدق کوي 

پورتنی قضي د   (d) (5)    مخېله   ]       A indefinite		  ⟹	>0	3	=	a22			⋀			0	<	-3	=		a11 يا  ]  

  ( b ) 

A = �−2 11 	−2� 
A1 = -2    , (-1)1 det(A1) = (-1).(-2) = 2 > 0 

A2 = A  , (-1)2  det(A2) =  1. ( 4 -1  ) = 3 > 0 ⟹	 A   negative definite    [   (2)    مخېله (b)   پورتنی قضي د  ] 

 11.5:مثال 

* = Û−2 −3 0−3 3 	20 	2 1Þ 

A indefinite :  

	A2	=	�−2 −3−3 		3 �				,		det(A2)	=		-6	-9	=	-15	<	0 
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      ⟹  		A indefinite    [   (5)    ېمخله (b)   پورتني قضي د  ] 

  :يا 
 a11  = -2 < 0   ⋀   a22 = 3 >0 ⟹    A indefinite   [   (5)    مخېله (d)   پورتنی قضي د  ]  

 11.6: مثال 

* = Û1 4 64 2 	16 	1 6Þ 

 A2  = �1 44 		2�    , det(A2 ) = 2 -16 = -14 < 0 

      ⟹  		A indefinite    [   (5)    مخېله (b)   پورتنی قضي د  ] 

.)A=(aij) ∈ h : 11.1ليما × .,ℝ		) و اpositive definite . بيا:  
( i ) A يعنی . لري متريکس معکوسA∈ G,L(n,	ℝ)  
( ii )    aii > 0   (i=1,2,...,n) 
 (i) ثبوت: 

 A positive definite  
   ⟹ det(An) > 0  [   (1)    مخېله (b)  پورتنی قضي د  ] 
   ⟹   det(An) = det(A) > 0  
   ⟹ A∈ G,L(n,	ℝ) 

 (ii) نيسونظرپه  ونهکتورلپاره د اساسی قاعده ت ثبو : ثبوت.    
 A positive definite 
 ⟹ 

 [³	Z . A.e1 = (1,0,0, ...,0).A.	Û1⋮0Þ = a11> 0  [ e1 ≠ 0   ځکه ] 

⋮ 
  [R	Z . A.en = (0,0,0, ...,1).A.	Û0⋮1Þ = ann > 0  [ en ≠ 0   ځکه ] 

A ∈ h(2 :11.2قضيه  × 2,ℝ		)	  ،A sysmmetric  )متناظر( ، 
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  0 ≠ w=( x,y) ∈ ℝ� *	 = �a bb c� 
 QA(w)  = wt.A.w وا	Æ, Ç  دA  ني ب. دي ونهقيمتمشخصهEي ديوبل افاديادا

 : دي يمعادل سره
( a )  det(A) > 0  ∧  a > 0 
( b ) QA(w) positive definite 
( c )  	Æ, Ç > 0 

  :ثبوت
(b) ⟸ (a) 

QA(w) = wt.A.w = (x,y) . �a bb c�. �	�D� 
         = (ax + by     bx + cy) . �	�D� 
         = ax2 + bxy + bxy + cy2  
         = ax2 + 2bxy + cy2 

         = a( x + 
~² y)2 + (	²�	a~Ô²  )y2 

det(A) > 0 ∧  a > 0  	⟹ a( x + 
~² y)2 + (	²�a~Ô²  )y2 > 0 

                 ⟹   QA(w) > 0  ⟹ QA(w) positive definite   
 

(c) ⟸ (a) 
 :ونه قيمت مشخصه Aد 

A – t.E2  =   ê		� − k ll 		�	 − {ë  
pL(�) = det(A – �.E2 ) = 

		�	 − k ll 		�	 − {    
        = (�	– k ) . (�	– { ) – b2 = t2 – t.( a+c ) – b2 t	=			N`b	� 			±			�(N`b)Ô	aO(	²�a~Ô	)�	 			det(A)	>	0		∧		a	>	0	⟹		ac	–	b2	>	0 	∧		 a	>	0																																⟹		ac	>	b2	≥	0			⟹		c	≥	0							[  a>0			ځکه		] 	
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(	a	+	c	)2	>	(a + c)� 	− 4(	k{ − l�	)			[−4(	k{ − l�	) < �			<			c	+	a					⟹		[ ځکه		0(a + c)� 	− 4(	k{ − l�	)	 ⟹	(a	+	c)	-		�(a + c)� 	− 4(	k{ − l�	)	>	0			Æ:=			N`b	� 			+			�(N`b)Ô	aO(	²�a~Ô	)�	 		>	0	
 Ç:=			N`b	� 			−			�(N`b)Ô	aO(	²�a~Ô	)�	 		>	0 	
    دي  Ç 0<  او  Æ 0<قيمتونه  مشخصه چېوت شو ثب
  (jacobian matrix)   : 11.3 عريفت

             f : ℝ	� ⟶ ℝ	Î 
    (x1,x2,…,xn) ⟼ (  f1, f2 ,…,fm  ) 

  
   jacobian matrixبيا داEندي متريکس  . ټول قسمی مشتقات ولري  f که
 ∋� a	ℝ. په نوم ياديږي )تريکس ياقوبی مي( 

   

Jf (a):= 
cdc�(a) =

c(dª,dÔ	,…,de)c(�ª,�Ô,…,�f) (a) 

 

= áã
cdªc�ª (a)				 cdªc�Ô (a) ⋯ cdªc�f (a)⋮ ⋱ ⋮cdec�ª (a)			cdec�Ô (a) ⋯ cdec�f (a)æ

è 

  

  دهويات لري ،  راکړل شټول قسمی مشتق چېابع تندي E : 11.7مثال

             f : ℝ	� ⟶ ℝ	� 
             (x,y,z) ⟼ (  x2+y2+z.sinx ,  z2+z.siny  ) 

  : f2او  f1دلته 
f1:= x2+y2+z.sinx    , f2:= z2+z.siny   



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

224 
 

cdªc� (x,y,z) = 2x + z.cosx       , 
cdÔc� (x,y,z) = 0 

 cdªc  (x,y,z) = 2y         , 
cdÔc  (x,y,z) = z.cosy 

 cdªcg (x,y,z) =  sinx       , 
cdÔcg (x,y,z) = 2z + siny 

 
jacobian matrix  )ندي شکل لري ي )تريکس ياقوبی ميE ی  

Jf (x,y,z) =    ì∂f1∂x (x, y, z)		∂f1∂y (x, y, z)	 ∂f1∂z (x, y, z)	∂f2∂x (x, y, z)		∂f2∂y (x, y, z)	 ∂f2∂z (x, y, z)	í   

           =    ê 2x + z. cosx				2y	 sinx	0																								z. cosy	 2z + siny	ë 
  دهويټول قسمی مشتقات لري ،  راکړل ش چېابع تندي E:  11.8مثال 

f : ℝ + × [0,π] ⟶ℝ	� 
        (r,	i)     ⟼ (r.cos	i , r.sin	i ) 

f1:=  r.cosi     ,  f2:= r.sini 
 cdªc. (r,	i)	=		cosi							,	cdÔc. (r,	i)	=	sini	
 cdªci (r,i)	=	-r.sini         , 

cdÔci (r,	i)	=		r.cosi          

jacobian matrix  )ندي شکل لري )تريکس ياقوبی ميEيی دا  
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Jf (r,i)	 =    �∂f1∂r (r,i)				 ∂f1∂j (r,i)∂f2∂r (r,i)				 ∂f2∂j (r,i)	�   

            =    �cosi	 −r. sini	sini	 r. cosi	 � 
 

   ديترمينات پيدا کړو  Jf (r,i)اوس غواړو د 

det(Jf (r,i)	=	r.	(cosi)2	+	r.	(sini)2																						=	r.	((cosi)2	+	(sini)2	)	=	r.1	=	r 
  ديوه الماني رياضي دان )ميتريکسھيس (  Hessian Matrix : 11.4تعريف 	 

( 1811 – 1874) Hesse په نوم ياد شوی دی  
 D ⊂	ℝ,   , a∈ k                  
C2(k, ℝ,): ={p:k		 → ℝ,	|	p	2	�W§K�	sWppKvK.�Wkl"K	k.s	{�.�W.�K		}      
 f(x1,...,xn)	∈ C2(k, ℝ,) 

 ښيواوپه Eندي Hf(a) ھغه په  مونږ چې)  Hessian Matrix(متريکس ھيس 
  :ديويششکل تعريف 

Hf(a) =   

áâ
ã	 cÔd	c�ª c�ª (a)				 cÔd	c�Ô c�ª (a) ⋯ cÔd	c�f c�ª (a)⋮ ⋱ ⋮cÔd	c�ª c�f (a)				 cÔd	c�Ô c�f (a) ⋯ 	 cÔd	c�f c�f (a)æç

è
 

Hf(a) نظر  متريکس ھيسf  ته دa  کی دی نقطهپه 

  چېڅرنګه 
cÔd	c�l c�m 	= 	 cÔd	c�m c�l	 متريکس ھيس پس . ديsymmetric )متناظر (

 دی
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  :11.9مثال 
f(x,y,z)ϵ C2(k, ℝ�) , f(x,y,z)=x2+ y⋅z cdc� = 2x  ,   cdc  = z    ,   cdcg = y 

 cÔd	c�c�  = 2  ,    
cÔd	c c� = 0  ,  

cÔd	cgc�  = 0 

 cÔd	c�c   = 0  ,    
cÔd	c c  = 0  ,  

cÔd	cgc   = 1 

 cÔd	c�cg  = 0  ,    
cÔd	c cg = 1  ,  

cÔd	cgcg  = 0 

 

Hf(x,y,z) = Û2 0 00 0 10 1 0Þ 

  :11.10مثال 

f(x,y)ϵ C2(k, ℝ�) , f(x,y)=2ex⋅y−y3	
cdc� 	=2e

x
.y  ,     

cdc  	= 2e
x
 - 3y

2 

cÔd	c�c�  = 2ex.y  ,    
cÔd	c c� = 2ex   

cÔd	c�c   = 2ex   ,    
cÔd	c c  =  -6y  

Hf(x,y) = ê2e�	. y						2e�	 		2e� 					− 6y		 	 	ë    
  پواسطه کوEی شو) Hessian Matrix( متريکس ھيس د :ټنو
 local maximum)و ا) اعظمی يا نسبی اعظمی موضعی local minimum   
  :يعنی. کړو  پيدا ي طنق ) اصغری يا نسبی اصغری موضعی(
  انعطاف په يوي  (eigenvalues) قيمتونه مشخصه ټول که دھيس متريکس   -
    نسبیپيصورت کی دانقطه . وي ) positive definiteيعنی ( نقطه کي مثبت     
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  ده اصغری    
  په يوي انعطاف  (eigenvalues)قيمتونه  که دھيس متريکس ټول مشخصه  -

    نسبیصورت دانقطه  په دې. وي ) negative definiteعنی ي(  منفينقطه کي    
  اصغری ده   
  او قيمتونه په يوي انعطاف نقطه کي منفي مشخصه ځني که دھيس متريکس  -
ھغه نقطه صورت  په دې. وي ) indefiniteيعنی (مشخصه قيمتونه مثبت  ځني    
 ده) نقطه زينی(   Saddle pointبلکه . دهاصغری  نسبی ونهااعظمی  نه نسبی   

  :11.11 مثال  
f(x,y)ϵ C

2(k, ℝ�) , f(x,y	)	=	-x4	+	2x2	–	y2 

 

 )اصغري نسبي ( local minimum و ا) اعظمي  نسبي( local maximumد  

  : نقطودپيداکولولپاره بايد داEندي مراحل طی شي
  critical points )نقطي انعطاف ( :  cdc� 	=  -4 x3 + 4x     ,     

cdc  	=  -2y    

  -4 x
3
 + 4x =  4x( -x

2
 + 1 ) = 0  ⟹  x = 0    ∨     x = 1    ∨    x = -1    

   -2y = 0        ⟹  y = 0 

 :انعطاف نقطيد پس  

 critical points: (0,0) , (1,0) , (-1,0) 

  :) Hessian Matrix(متريکس  يسھ

cÔd	c�c�  = -12x2  + 4     ,    
cÔd	c c� =  0  

cÔd	c�c   =  0  ,     
cÔd	c c  =   -2     

    : په Eندي ډول دی)  Hessian Matrix( متريکس يسھ fد 

Hf(x,y) = �−12x� 	+ 	4 00	 −2� 
   :انعطاف په نقطوکی د متريکس يسھ
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Hf(0,0) = �		4 00	 −2� ,   Hf(1,0) = �	−8 00	 −2�   
 Hf(-1,0) = �	−8 00	 −2� = Hf(1,0) 

  پيداکړو leading principal minorمتريکسو  يسھغواړو دپورتنيو اوس

A:= Hf(-1,0) = �	−8 00	 −2� = Hf(1,0) 

A1 = -8  ⟹ (-1)1.det(A1) = (-1).(-8) = 8 > 0 

A2 = A = �	−8 00	 −2�  ⟹ (-1)2.det(A2) = 1. 16 = 16 > 0 

 ⟹ Hf(-1,0) , Hf(1,0) negative definite      [  [ د 11.1 مخېقضي له 

    نقطي دي   ) local maximum(  اعظمي نسبی   fد  (1,0-)و ا (1,0)پس 
 

A:= Hf(0,0) = �		4 00	 −2� 

A1 = 4  ⟹ det (A1) = 4 > 0 

A2 = A = �	4 00	 −2�  ⟹ det(A2) =  -16 > 0 

A:= Hf(0,0) indefinite    [  [ د 11.1 مخېقضي له 

 ده)  Saddle point(  نقطه  ينیذ کي يوه  f  په (0,0)پس 

 
 :11.12 مثال  

  f(x,y)ϵ	C2(k, ℝ�)	,	f	(x,	y)	=4y³	-6xy²	+3x²	y2	-6xy 	
 )نسبی اصغری ( local minimum و ا) نسبی اعظمی ( local maximumد  

  : نقطودپيداکولولپاره بايد داEندي مراحل طی شي
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  critical points ) انعطاف نقطي( :  

 
cdc� 	=  -6 y

2
 + 6xy

2
 – 6y  ,     

cdc  	=  12y
2
 -12xy + 6x

2
y – 6x 

0 = -6 y
2
 + 6yx – 6y  =  -6y( y – x + 1 )                                   (∗) 

0 = 12y
2
 -12xy + 6x

2
y – 6x  ⟹   2y

2
 – 2xy + x

2
y – x    = 0    (∗∗) 

  :چيري کهکيږي صفر ھغه وخته لمعاد(∗)  د 

  y	=	0  ∨  y – x + 1 = 0   ⟹ y = 0  ∨  y = 
�)a� 

   کړويدا پ x غواړواو وع کوضمعادله کي و په (∗∗)د  نهوقيمت اوس دا

Y = 0      ⟹  2.0 – 2x.0 + x
2
.0 – x    = 0    ⟹  x = 0 

y = 
�)a�  ⟹  2( 

�)a�)2 – 2x(
�)a�)  + x2(

�)a�)  - x = 0 

 
  ضربووکی  2(x+1)  په معادله پورتنی 

  
2 – 2x ( x -1) + x2( x – 1 ) – x( x – 1)2 = 0 
 ⟹ 2 - 2 x2 + 2x + x3 - x2 - x3 + 2x2 + x = 0 
 ⟹  2 - x2 + x = 0  ⟹  x2 - x  - 2 = ( x - 2 ). ( x + 1 ) = 0 
 ⟹  x = 2 ∨  x = -1 

 : نقطي انعطاف د

 critical points: (0,0) , (2,	 �)a�) = (2,1) , (-1,	 �)a�) = (-1,- 
�� ) 

   :انعطاف په نقطوکی متريکس د يسھ

  

cÔd	c�c�  = 6y2       ,    
cÔd	c c� =  -12y + 12xy -6  

cÔd	c�c   =  - 12y  + 12xy – 6  ,     
cÔd	c c  =   24y – 12x + 6x2     

  :لريشکل  متريکس Eندييس ھ fد 
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Hf(x,y) = î 	6y� 																										− 12y + 12xy − 6	 		−	12y + 12xy	– 	6					24y − 12x +	6x� 	 	ï 

 کوووضع  په متريکس کي ھيسد  ينقاطانعطاف  اوس د 

(0,0) 

 

H:= Hf(0,0) = ê	0						 − 6 		– 	6					0 		ë 

Pf(t)   = det(H – t.E2 ) = det  ê	0 − t						 − 6 		– 	6					0 − t 		ë  

        = t
2
 -36 = (t + 6).(t – 6 ) 

(t + 6).(t – 6 ) =0  ⟹  t = 6 , t = -6 ⟹  Hf(0,0) indefinite 

   نسبی نه (0,0)، پس دي 6-و ا 6قيمتونه   مشخصهپه نقطه کي  (0,0)څرنګه چي د 
 ده) نقطهزينی ( Saddle point وبلکه ي.  اصغري نقطه دهنسبيونه اعظمی ا

 (2,1) 

H:= Hf(2,1) =  � 	6						6 		6					24 		� 

 

Pf(t) = det(H – t.E2 ) = det  � 	6 − t							6 				6					24 − t 		� = t
2
 -30t + 144 - 36     

        = t
2
 -30t + 108 

  . ديمثبت سته راځي، څخه E حل ي دمعادلقيمتونه چي دپورتنی  مشخصه ھغه دوه
  
  نقطه ده)  اصغری اصغری يا نسبیموضعی ( local minimum وهي (2,1)س پ

  قضي څخه استفاده وکړو عين نتيجه Eسته راوړ 11.1که مونږ د 

A:= Hf(2,1) =  � 	6						6 		6					24 		� 

 

A1 = 6    , det(A1) = 6 > 0 
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A2 = �	6 66 		24�    , det(A2) = 144 – 36 = 108 > 0 

 ⟹ Hf(2,1) positive definite  
  مشخصه قيمتونه يي مثبت دي قضي په اساس ټول 11.1پس د 

 

 (-1,- 
�� ) 

H = î			�� 					− 6 	−6					6 		ï 

Pf(t)	=	det(H	–	t.E2	)	=	det		î		��− t						 − 6 	−	6					6 − t 		ï	 
      =	(��− t)	.	(6	–t)	-	36			=	t2	–	7,5t	-27			t2	–	7,5t	-27	=	0	⟹	t1,2	=	3,75		±	�(3,75)� + 27		 

	.ده )نقطهذينی ( point	Saddle نقطه (	��	-,1-)  د، پس  دیمنفی  بل ييوامثبت قيمت  مشخصهليدل کيږي چي يو
يو  Wronskian Matrix  :wronski  (1776 –1853) :11.5تعريف  

  :Eندي متريکس دھغه په نوم ياديږي او دا وه عالم رياضیدپولنډی 

   V≔	{ f	 «	|	 f:	ℝ → ℝ } 
  S:= {fi(x)	∈ � (i=1,2,...,n)	«	| واردمشتق وړ     n-1 تابع    fi(x)  }	 

سره ښيو،  W(f1,f2,…,fn)(x)چې مونږ ھغه په  Wronskian Matrix   S  د
  :Eندي شکل لري

W(f1,f2,…,fn)(x)	 
           =				

á
ââã

p�(�)		 		p�(�)											. . . p,(�)p� ′(�) 			p� ′(�)											. . . p, ′(�). 											.															. . . .. 										.																	. . . .p�(,a�)(�)				p�(,a�)(�)				.					.			.				p,(,a�)(�)æ
ççè 
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متريکس پواسطه کوEی شو دپولينومو فضای وکتورونو قاعده  wronskiد  
(basis) ندي قضيي څخه استفاده کوو. پيداکړوEددي ھدف لپاره د:  
متريکس ديترمينانت په يوه نقطه کي خNف د  wronskiکه چيري د  : 11.3قصيه 

∋x0∃  :يعنې. دي (lin-indep) يصفروي، بيا دھغه مربوطه توابع خطی مستقل ℝ ; det(W(x0)) ≠ 0  ⟹ f1(x), f2(x), ... , fn(x)  lin-indep 

  .متريکس څخه استفاده کيږی wronskiھمدارنګه دتفاضلي معادEتو د حل لپاره د 
  ::::11.13 مثال

V ={ f:	ℝ → ℝ«	| f(x)=a+bx+cx2+dx3  ( a,b,c,d	∈ ℝ )} 

  :ل لرييوه قاعده Eندي شک ,ℝ) (Vد فضاي وکتور
V = <<1,x,x2,x3 >> 

  :ځکه
f1(x): = 1 , f2(x): = x , f3(x): = x2 , f4(x): = x3   

  :متريکس Eندي شکل لري) wronski(د ورونسکي 
  

  W(f1,f2,f3,f4)(x) = 

áâ
ã p�(�) p�(�) p�(�) pO(�)p� ′(�) p� ′(�) p� ′(�) pO ′(�)p� ′′	(�) p� ′′	(�) p� ′′	(�) pO ′′	(�)		p� ′′′			(�) 		p� ′′′			(�) p� ′′′			(�) 	pO ′′′			(�)æç

è
 

 

                       =	ì1 x x� x�0 1 2x 3x�0 0 2 6x0 0 0 6 í 

det	(W(f1, f2, f3, f4)(x)) 	= 		1.1.2.6 = 12 ≠ 0   (  ∀ x ∈ ℝ )  ⟹ 1, x, x2, x3  lin-indep ( خطي مستقل )   [ دپورتنی قضيی له مخي ] 
  :يعنې. جوړوي spanيي  x,x2,x3,1له تعريف څخه معلوميږي چې توابع  Vد 

V = <1,x,x2,x3 > 
  : په نتيجه کې

V = <<1,x,x2,x3 >>   ∧  dimV = 4 
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 ، ) A	h(.,¸ ∋ : (Cayley-Hamilton theorem)   11.4:قضيه 
pA(Æ)	=det(ÆÊ, − A)   ،Æ ∈ واحد  Enالبته دلته .  pA(A) = Ê,4بيا    .  ¸

  .صفري متريکس دی Ê,4متريکس او 
. نظرکوم څرنګه چه ثبوت يي يوڅه پيچلی دی ، له ثبوت څخه يي صرف: ثبوت

  مګردقضي تطبيق په Eندي مثال کې واضح کيږي

*  � A	h�2,ℝ ∋  11.14:مثال = �a bc d� 
pA(Æ)	=det(ÆÊ�	 − A)	=					Æ − k −l−{ Æ − s															=	(Æ − k). (Æ − s)	–	cb	=	Æ�	-(a	+	d)t	+	ad	-	bc	pA(A)	=	A2	–	(a+d)A	+	(ad	–	bc	)E	

         = �a bc d� . �a bc d� - (a+d).	�a bc d� + ( ad – bc). �1 00 1� 
         =  êa� + bc ab + bdca + cd cb + d�ë +�−a� − da −ab − bd−ca − cd −ad − d��     
                                                     +	�ad − bc 00	 	ad − bc	� 
 = êa� + bc−a� − da + ad − bc ab + bd − ab − bdca + cd − ca − cd cb + d� 	− ad − d� + ad − bcë 
 =	�0 00 0�	=	E0	

 .قضيه صدق کوې Cayley-Hamiltonپه نتيجه کې د  

  11.15:مثال

 * = Û1 −1 43 2 −12 1 −1Þ   
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p�(λ)  :مشخصه پولينوم داEندي شکل لرې  Aد  = 	λ� − 2λ� − 5λ + 6	 p�(A) = 	A� − 2A� − 5A + 6E�	 
         = (Û1 −1 43 2 −12 1 −1Þ 	)�	-2(Û1 −1 43 2 −12 1 −1Þ 	)�  

                                      - 5Û1 −1 43 2 −12 1 −1Þ + 6Û1 0 00 1 00 0 1Þ	 
         =	î11 −3 2229 4 1716 3 5 ï − 2î6 1 17 0 113 −1 8 ï − 5Û1 −1 43 2 −12 1 −1Þ 

                                                 +Û6 0 00 6 00 0 6Þ 

        =   Û11 −3 2229 4 1716 3 5 Þ +	Û
−12 −2 −2−14 0 −22−6 2 −16Þ 

                                      +Û −5 5 −20−15 −10 5−10 −5 5 Þ+ Û6 0 00 6 00 0 6Þ 

       = Û0 0 00 0 00 0 0Þ 

په  ( characteristic polynomial)مشخصه پولينوم  ) A	h(.,¸ ∋د  :نوټ 
  :عمومي ډول Eندي شکل  لري

P�(λ) = λ� + a�a�		λ�a�	 +	…	+ a�λ			 	+ a4 
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 A مخي کوEی شو معلوم کړوچه ايا درابطې له  a0 = (−1)n  det (A)د 
≠	(A)	det		(−1)n		⟹		 ≠ 0	a0  :يعنې. متريکس معکوس لري 0	⟹		detA	≠ 0	⟹		A	invertible			 

قضيه په رياضې اوفزيک کې د ځينومسايلو دحل لپاره  Cayley-Hamiltonد 
  .استعماليږې

   :پيدا کولمعکوس متريکس  د ي په واسطهملتون قضييکيلی ھد  د مثال په ډول 
-Cayleyد . موجود دی A-1پس . Nف دصفردیخ a0مونږ فرض کوو چه   

Hamilton  ی شو دقضيی لهNمخې ليک: P�(A) = A� + a�a�		A�a�	 +	…	+ a�A			 	+ a4E� = E�4 k4Ê, = −(*, + k,a�		*,a�	 +	…	+ k�*	)		 
          = (−*,a�-k,a�		*,a�	- …. – a1).A k4Ê,.A

-1
 = (−*,a�-k,a�		*,a�	- …. – a1).A.A-1  

                = (−*,a�	-k,a�		*,a�	- …. – a1)En ⟹ 

a0.A
-1

 = −*,a�	-k,a�		*,a�	- …. – a1En 	⟹  A
-1

 = 
�²_ (−*,a� –	k,a�		*,a�	- …. – a1En) 

    11.16: مثال 

p�(λ)  :مشخصه پولينوم داEندي شکل لرې  Aد  = −λ� − 6λ� − 11λ+ 6	 
  :په پورتنې معادله کې

  a2 = - 6 , a1 = -11  , a0 = 6 
  :د کيلي ھيميلتون قضيي له مخې

  p�(A) = −A� − 6A� − 11A + 6E� = E�4 
≠a0 = 6څرنګه چه     :يعني. معکوس متريکس موجود دی Aدی، پس د    0

A
-1

 = 
�²_ (−(−	*�a�	)	 −k�a�		*�a�)	 – a1E3) 

= 
�¿ (−(−	*�	)  -	k�		*			 - a1E3) 
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     =
 �¿ 

(	*� 
+ 6*		 +11E3)

  

    =
 �¿ 

(
 Û5 7 −50 4 −12 8 −3Þ

�
+ 6Û5 7 −50 4 −12 8 −3Þ	  + 11Û1 0 00 1 00 0 1Þ  

) 

 

     = �¿ pÛ15 23 −17−2 8 −14 22 −9 Þ − 6Û5 7 −50 4 −12 8 −3Þ + 11Û1 0 00 1 00 0 1Þq	 
 

    	= �¿Û−4 −19 13−2 −5 5−8 −26 20Þ =	
áâ
ã− �� − �Å¿ 	 ��¿ 	− �� − P¿ 	P¿− O� − ��� 	 �4� 	æç

è
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  فصلدولسم 
  ونهوتمرينا ونهمثال

[ Examples and Exercises]  
 

مثالونه اوتمرينونه يوځل بيا راوړل  لپارهموضوعاتو ونيځدپدي فصل کې ددي کتاب 
    شويدي
É  : 12.1 مثال ∶ ℝ	� 		⟶					ℝ	� 

                   (x1,x2 ) 			⟼  (-2x1+2x2,-x1+x2) 
 dim(Im(L))  وا dem(Ker(L) )بيا . ميپينګ دیخطی وي L چېې ،کړثبوت 
 . ړېپيداک

Lin-Map  :  

x = (x1,x2 ) , y = (y1,y2 ) ∈ 	ℝ�
  , 	λ ∈ ℝ 

L(x +y) = L((x1,x2 ) + (y1,y2 ))  
            = L(x1 + y1, x2 + y2 ) 
            =  (-2(x1 + y1) + 2(x2 + y2), -(x1 + y1 )+x2 + y2)  
            =  (-2x1 -2 y1 + 2x2 + 2y2, -x1 - y1  + )+x2 + y2)  
            =  (-2x1 + 2x2 -2 y1 + 2y2, -x1 +x2 - y1 + y1 )  
            =  (-2x1 + 2x2 , -x1 +x2 ) + ( -2 y1 + 2y2, - y1 + y1 )  
            = L(x1,x2 ) + L(y1,y2 ) = L(x) + L(y) 

L(	λx) = L(	λ (x1,x2 )) = L(	λ x1,		λ x2 )  

           = (−2	λ x1+ 	2λ x2,	−λ x1 + λ x2)  

           = 	λ ((−2x1+ 	2x2, -x1 +x2) = λ L(x) 
Ker(L)  :  

 Ker(L)  = 	{� ∈ ℝ�	│É(�) = 0}  
             = { (x1,x2 )	∈ ℝ�

 │É�(x�, x�	)� = (0,0) } 
             = { (x1,x2 )	∈ ℝ�

 │(-2x1+2x2,-x1+x2) = (0,0) } 

             = { (x1,x2 )	∈ ℝ�│	 x1 = x2  } = ℝ.(1,1) ⊆ ℝ�
 

  يوخطي ترکيب د Ker(L)ځکه ھروکتور د . ده u:=(1,1)يوه قاعده  Ker(L)د 
u څرنګه چې د . دیu  فNپه نتيجه . د صفردی، پس خطي مستقل ھم دیوکتورخ

  :کې
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Ker(L) = <<u>> ⟹ dim(Ker(L)) = 1 
Im(L) : 

Im(L): = L(ℝ�
) =  {L(�)	|	� ∈ ℝ�	}  

           = { É((x�, x�	))│(x1,x2 )	∈ ℝ�
} 

           =  { (-2x1+2x2,-x1+x2) │ (x1,x2 )	∈ ℝ�
} 

          = { (-x1+x2)(2,1) │ x1,x2 ∈ ℝ	
 } = ℝ.(2,1) ⊆ ℝ�

  
 vيوخطي ترکيب د  Im(L)ځکه ھروکتور د . ده v:=(2,1)يوه قاعده  Im(L)د 

په نتيجه . وکتورخNف د صفردی، پس خطي مستقل ھم دی vڅرنګه چې د . دی
  :کې

Im(L)= <<v>> ⟹ dim(Im(L)) = 1 
 

	ℝ ( په : 12.2 مثال
 (ℝ�

  وا ℬ (v1,v2,v3) =  يقاعد هدو کېفضا وکتوری  ,

 = (w1,w2,w3) 	ℬC  ندي ډولE د.راکړل شويديپهℝ�
 قاعده  اساسی  

(canonical Basis ) په = (e1,e2,e3) C  يعنې . يوښسره         

v1 = (2,0,0) , v2 = (1,2,0) , v3 = (0,1,1)	∈ ℝ�
    

w1 = (1,1,0) , w2 = (0,0,3) , w3 = (1,0,2)	∈ ℝ�
   

e1 = (1,0,0) , e2 = (0,1,0) , e3 = (0,0,1)	∈ ℝ�
   	   L ∶ ℝ� 					⟶				ℝ�				(x1,x2,x3)		⟼		(	x3	,	2	x1	,		x2		) 

( 1 )    
( a )      L يو خطي ميپنګ   (lin-map)دی. 

( b )   د وغواړ L  متريکس  همربوطخطي ميپنګ*r	s(L)  نظرℬ  اساسی وا   
 ي ته پيداکړوقاعد      

( c )   د وغواړ دلته *r	s(L)  په  چه، متريکس(b)  س ته راوړیEکې مو،   
 پيداکړو   Lخطي ميپنګ   مربوطه        
( 2 )      

( i )  د غواړو L  متريکس همربوطخطي ميپنګ *r	ℬ´(L) نظر ℬ  وا  ℬ´ و قاعد  
  ه پيداکړوت     

 ( ii ) غواړو د دلته *r	ℬ´(L)  ميتريکس ،چه په(i)  ، س ته راوړیEکې مو  
 پيداکړو  Lمربوطه خطي ميپنګ       
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 : ( 1 )حل  
( a ) : داثبوت لوستونکي ته پريږدو.  

( b )  : څرنګه چې ∈ ℝ	�  L(v3)  L(v2),L(v1) اوe3,e2,e1  يوه قاعده(basis)   

∋a33	,	a13,a23	a32,	,	11,a21,  a31, a12,a22	a	!∃  :ليکلی شو پس ه،د        ℝ		;				L(v1)	=	a11e1+	a21e2	+	a31e3		L(v1)	=	a11(1,0,0)	+	a21(0,	1,0)	+	a31(0,	0,1)	=	(a11	,	a21,	a31)		L(v1)	=	L((2,0,0))	=	(0,4,0)			⟹			(a11	,	a21,	a31)	=	(0,4,0)				L(v2)	=	a12e1+	a22e2	+	a32e3	L(v2)	=	a12(1,0,0)	+	a22(0,	1,0)	+	a32(0,	0,1)	=	(a12	,	a22,	a32)	L(v2)	=	L((1,2,0))	=	(0,2,2)			⟹			(a12	,	a22,	a32)	=	(0,2,2)				L(v3)	=	a13e1+	a23e2	+	a33e3	L(v3)	=	a13(1,0,0)	+	a23(0,	1,0)	+	a33(0,	0,1)	=	(a13	,	a23,	a33)	
L(v3) = L((0,1,1)) = (1,0,1)   ⟹   (a13 , a23, a33)  = (1,0,1)    

Û0	=	s(L):	r*	    :متريکسمربوطه  په نتيجه کې 0 14 2 00 2 1Þ		
 ( c ):  نديE لرومتريکس دا: 

  *s	ℬ(L):	=	Û0 0 14 2 00 2 1Þ		
x = (x1,x2,x3) ∈ ℝ	�  

  ⇒  ∃! a1,a2,a3 ∈ ℝ		; x = a1v1 + a2v2 + a3v3   [  [  ځکه  v3, v2 , v1    قاعده

  ⇒   (x1,x2,x3) = a1(2,0,0) + a2 (1,2,0 ) + a3 ( 0,1,1 ) 

                    = (2a1 + a2 , 2a2 + a3, a3)    

 a3 = x3  

 2a2 + a3 = x2  ⇒	 K� =	 ��aK*� 	= ��a�*� 	  
2a1 + a2 = x1  ⇒	 K³ =	 �³aK�� = �³a����*�� 	 = 

��³a��`�*t  
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L(x) = L(a1v1 + a2v2 + a3v3 ) = a1L(v1) + a2 L(v2 ) + a3 L(v 3 ) 

∋ L(v1) , L(v2 ), L(v3 )  څرنګه چې  ℝ	�  ليکلی شو پس. دي:  ∃! a 11,a21,  a31, a12,a22 , a32, a13,a23 , a33∈ ℝ		;  
L(v1) = a11e1 + a21e2 + a31e3  
L(v1) = a11(1,0,0) + a21(0,1,0) + a31(0,0,1)  
        = (a11,a21, a31) = (0,4,0) 
L(v2) = a12e1 + a22e2 + a32e3  
L(v2) = a12(1,0,0) + a22(0,1,0) + a32(0,0,1)  
        = (a12,a22, a32) = (0,2,2) 
L(v3) = a13e1 + a22e2 + a33e3  
L(v3) = a13(1,0,0) + a23(0,1,0) + a33(0,0,1)  
        = (a13,a23, a33) = (1,0,1) 
  

L(x) = L( (x1,x2,x3) ) =  a1L(v1) + a2 L(v2 ) + a3L(v3)  

       = 
��³a��`�*t  ( 0,4,0) + 

��a�*� 	(( 0,2,2) ) + x3 (1,0,1) 

       = (0, 2�� − �� + ��, 0) +(0,	�� − ��, �� − ��) +(x3,0, x3) 
       = (x3 , 2�� − �� + �� +	�� − ��, �� − �� + �� ) 
       = ( x3 , 2x1 , x2 ) 
 

L   	  :لري شکل Eندي  ميپنګخطی  کې ھغه نتيجهپه  ∶ ℝ� 					⟶				ℝ�				(x1,x2,x3)		⟼		(	x3	,	2	x1			,		x2		) 
  
   

 : حل ( 2 )

( i ) :  چون∈ ℝ	� L (v3)  L(v2),L(v1)  است پس:  ∃! a 11,a21,  a31, a12,a22 , a32, a13,a23 , a33∈ ℝ		;  
 L(v1) = a11w1+ a21w2 + a31w3 

 L(v2) = a12w1+ a22w2 + a32w3 
 L(v3) = a13w1+ a23w2 + a33w3 
  
 L(v1) = a11(1,1,0) + a21(0, 0,3) + a31(1, 0,2)  
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         =  (a11, a11,0) + (0, 0, 3a21) + (a31, 0, 2a31) 
         = (a11 + a31, a11, 3a21+ 2a31) 
 L(v1) = L((2,0,0)) = (0,4,0) = (a11 + a31, a11, 3a21+ 2a31) 

a11 = 4 

a11 + a31 = 0  ⟹ a31 = - a11 = - 4 

3a21+ 2a31 = 0  ⟹ 3a21 =  - 2a31 =  –2 (-4) = 8 ⟹ a21 = 
�� 

 (a11 , a21, a31) = (4,	��,-4) 

 

L(v2) = a12w1+ a22w2 + a32w3 
 L(v2) = a12(1,1,0) + a22(0, 0,3) + a32(1, 0,2)  

         =  (a12, a12,0) + (0, 0, 3a22) + (a32, 0, 2a32) 

         = (a12 + a32, a12, 3a22+ 2a32) 

 L(v2) = L((1,2,0)) = (0,2,2) = (a12 + a32, a12, 3a22+ 2a32) 

a12 = 2 

a12 + a32 = 0  ⟹ a32 = 0 - a12 = -2 

3a22+ 2a32 = 2  ⟹ 3a22 = 2 – 2a32 = 2 –2(- 2) = 6	⟹ a22 = 2 

(a12 , a22, a32) = (2,2 , -2 ) 

 

L(v3) = a13w1+ a23w2 + a33w3 
L(v3) = a13(1,1,0) + a23(0, 0,3) + a33(1,  0, 2)  

         =  (a13, a13,0) + (0, 0, 3a23) + (a33, 0, 2a33) 

         = (a13 + a33, a13, 3a23+ 2a33) 

 L(v3) = L((0,1,1)) = (1,0,1) = (a13 + a33, a13, 3a23 + 2a33) 

a13 = 0 

a13 + a33 = 1  ⟹ a33 = 1 - a13 = 1 – 0 =  1 

3a23 + 2a33 = 1  ⟹  3a23 = 1 - 2a33 = 1 – 2 = -1  ⟹ a23 = − �� 

(a13  , a23,  a33) = (0,	− ��	,1) 

  :  متريکسمربوطه  پس  
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 *ℬ	ℬ´(L): = � 4 2 0�� 2 − ��−4 −2 1 �  

 :متريکس ذيل را داريم: ( ii )حل  

*ℬ	ℬ´(L): = � 4 2 0�� 2 − ��−4 −2 1 �  

x = (x1,x2,x3) ∈ ℝ	�  

  ⇒  ∃! a1,a2,a3 ∈ ℝ		; x = a1v1 + a2v2 + a3v3   [ قاعده v3, v2 , v1  زيرا  ] 

  ⇒   (x1,x2,x3) = a1(2,0,0) + a2 (1,2,0 ) + a3 ( 0,1,1 ) 

                        = (2a1 + a2 , 2a2 + a3, a3)    

 a3 = x3  

 2a2 + a3 = x2  ⇒	 K� =	 ��aK*� =	 ��a�*�   

 

2a1 + a2 = x1  ⇒	 a� =	 �³aK�� = �³a����*�� 	 = 
��³a��`�*t  

  

L(x) = L(a1v1 + a2v2 + a3v3 ) = a1L(v1) + a2 L(v2 ) + a2 L(v2 ) 

∋ L(v1) , L(v2 ), L(v3 )  چون  ℝ	�  پس. است:  ∃! a 11,a21,  a31, a12,a22 , a32, a13,a23 , a33∈ ℝ		;  
L(v1) = a11w1+ a21w2 + a31w3 

        = a11(1,1,0) + a21(0, 0,3) + a31(1, 0,2)  
        =  (a11, a11,0) + (0, 0, 3a21) + (a31, 0, 2a31) 

        = (a11 + a31, a11, 3a21+ 2a31) = (4-4,	t, 3.	�� +2.(-4)) 

         = (0, 4 , 0) 
L(v2) = a12w1+ a22w2 + a32w3 
          = a12(1,1,0) + a22(0, 0,3) + a32(1, 0,2)  

          =  (a12, a12,0) + (0, 0, 3a22) + (a32, 0, 2a32) 

          = (a12 + a32, a12, 3a22+ 2a32) = (2-2,2	,3.2 +2(-2)) 
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       = (0, 2 , 2) 
L(v3) = a13w1+ a23w2 + a33w3 
         = a13(1,1,0) + a23(0, 0,3) + a33(1,  0, 2)  

         =  (a13, a13,0) + (0, 0, 3a23) + (a33, 0, 2a33) 

         = (a13 + a33, a13, 3a23+ 2a33) = (0+1,0, 3.(-	��)+2.1) 

       = (1, 0 , 1 ) 
 

  
 x = a1v1 + a2v2 + a3v3 

L(x) = L(a1v1 + a2v2 + a3v3) = a1L(v1) + a2 L(v2 ) + a3L(v3) 

L((x1,x2,x3)) = 
��³a��`�*t  (0,	4,0) + 

��a�*� 	(0 , 2, 2) + x3 (1,0 ,1) 

                   = (0,	2�� − �� + ��, 0) + (0, �� − �* ,	�� − �* )  
                            +  (x3,0, x3 )    
                  = (x3 ,2�� − �� + �� + �� − ��, �� − �� + ��) ) 
                  = ( x3 , 2x1 , x2 ) 
 

L   	  :لريشکل  داEندي ګميپينخطی  کې نتيجهپه  ∶ ℝ� 					⟶				ℝ�				(x1,x2,x3)		⟼		(	x3	,	2	x1	,	x2		) 
  

	ℝ ( په12.1:    تمرين
 (ℝ�

  وا ℬ (v1,v2,v3) =  يقاعد هدو کېفضا وکتوری  ,

 = (w1,w2,w3) 	ℬC ندي ډول راکړل شويديE د.پهℝ�
 قاعده  اساسی  

(canonical Basis ) په = (e1,e2,e3) C يعنې . سره ښيو         

v1 = (1,2) , v2 = (0,3)	∈ ℝ�
  ,  ℬ:=(v1,v2) 

w1 = (1,5,1) , w2 = (0,9,1) , w3 = (3,-3,1)	∈ ℝ�
 , 	ℬC := (w1,w2,w3) 

  	   L ∶ ℝ� 					⟶				ℝ�				(x1,x2)		⟼		(	x1	,	2	x1	,		x2		)	
( 1 )  

  ( a )  بوت کړې چې ثℬ  د ) ℝ	
 (ℝ�
  فضاي وکتور يوه قاعده ده ,
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  ( b )  بوت کړې چې ثℬC  د ) ℝ	
 (ℝ�
	  فضاي وکتور يوه قاعده ده ,

( 2 )    
( a )   کړې چې ثبوت   L يو خطي ميپنګ   (lin-map)دی. 

( b )    د L  متريکس  همربوطخطي ميپنګ*r	ℬC (L)  نظرℬ  وا ℬC ېته پيداکړ 

( c )     د *r	s(L)  متريکس ، چه په(b)  ، س ته راوړیEکې مو  
   ېپيداکړ  Lمربوطه  خطي ميپنګ         

	ℝ ( د  مونږ    ::::12.2    تمرين        
 (ℝ�
            فضای وکتورپه پام کې نيسو ,

v1 = (2,0,0) , v2 = (1,2,0) , v3 = (0,1,1)	∈ ℝ�
   

	   L ∶ ℝ� 					⟶				ℝ�				(x1,x2,x3)		⟼		(	x3	,	2	x1			,		x2		) 
  

�ℝ د قاعده وهيونه وکتور v3,v2,v1 کړې چې دثبوت  ( 1 )
  .ده  

   دی Isomorphism    وي  L  ايا  ( 2 )
  پيديکړې  Im(L)و ا  ker(L) بيا، وي  lin-map وي L که  ( 3 ) 

ونه ھم يوه وکتور L(v3), L(v2), L(v1) کړې چې دثبوت  ودو طريق په  ( 4 )

�ℝ دقاعده 
   ده 

	ℝ (     په  :12.3ين تمر
 (ℝ�

  :کې Eندي وکتورونه راکړل شويديفضا وکتوری ,
     

v1 = (1,0,0) , v2 = (2,0,1) , v3 = (0,2,1)	∈ ℝ�
 , ℬ:= (v1,v2,v3) 

w1 = (1,1,0) , w2 = (0,0,2) , w3 = (0,1,2)	∈ ℝ�
 , ℬC := (w1,w2,w3) 

  L ∶ ℝ� 					⟶				ℝ�
 

  (x1,x2,x3)  ⟼  ( x3 , 2 x1 , x2  ) 

�ℝد  (basis)قاعدي  ℬC او  ℬثبوت کړې چې  ( 1 ) 
 دي  

  قاعدو ته پيدا کړې  ´ℬوا  ℬريکس نظر مت مربوطهميپنګ  خطی Lد  ( 2 ) 

   وښيو ℬ´(L)	ℬ*کې Eسته راوړل شوی په  (2)چې په متريکس که ھغه   ( 3 )

( a )      ديترمينانت*ℬ	ℬ´(L)  پيداکړې  

 ( b )    د *ℬ	ℬ´(L) متريکس rank پيداکړې   
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( c )      د*ℬ	ℬ´(L) لريشکل  څه معکوس  
   

  .کړمواضح  کي مثال په يوه تطبيق ی قضي 7.1 دلته غواړم د:   12.3مثال 
  :کي راکړل شوي دي   اضفوكتوري  �ℝ	ℝ) (	, ونه پهوکتورEندي  هدو 

w1= (2,3),w2= (1,2) 	∈ ℝ�   
 

�Lچېکي مووليدل  مثال 5.1په  ( 1 ) = د  يوه قاعده v2= (-1,2)و  ا 	(1,1) (ℝ�, ℝ) ھغه مونږ په . دهℬ سره ښيوو.  

( a ) پينګمي خطی غواړو  L رظن	ℬ  ندي خدتهEسره پيداکړو وصوا:   

L ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 , L(vi) = wi    ( i=1,2 ) 

( b ) ړو د غواL  مربوطه متريکس(L) *ℬ	ℬ  رظن	ℬ ته پيداکړو.  

( c )  ړو د غوا(L) *ℬ	ℬ  رظن پينګخطی ميمربوطه	ℬ يداکړوته پ.    

L   :ي ته دEندي خواصوسره پيداکړوقاعداساسي نطر L پينګخطی مي وويغواړ ( 2 ) ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 , L(ei) = wi    ( i=1,2 ) 
   :حل (1) 

 ( a )   ℝ� =≪ L�, L� ≫  x = (x�, x�) ∈ ℝ�  ⟹  ∃	λ	�	, λ	� 		 ∈ ℝ	  ; x = λ	�v1 + λ	�v2 

�λ  :ه مثال کي مووليدل په ھغ = ��`��³* 		 , λ� = �Ôa�ª�     

L(x) = λ	�w1 + λ	�w2  

        =  
��`��³*  . w1 +  

�Ôa�ª�  . w2 = 
��`��³* .(2,3) + 

�Ôa�ª�  . (1,2) 

         = (
�.(��`��³)* 	 , *.(��`��³	)*  ) + (	�Ôa�ª�  , 

�.(�Ôa�ª)�  )  

         = (
���`t�³`		��		a	�³* 	 , *��`��³	`		���		a	��³*  )  
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         = 
*(��`�³)* 	 , u��`t�³* 	)  

          = (	�� + ��, O)ª`P)Ô� 		) 
  :لريشکل  Eندي L کي نتيجه په 

  L ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 
 (x1,x2  ) ⟼  (	�� + ��, O)ª`P)Ô� 		) 

∋	)	(s1,s2	=	s	,	)	(r1,r2	=	R .   دی (L-Map)ميپينګ خطی  يو L چې کړو ثبوت اوس غواړو 	ℝ�		,		λ	 ∈ ℝ	L(r+s)	=	L(	r1+s1	,	r2+s2)	=	(r1+s1	+	r2+s2	,	O(Óª`	wª	)`P(ÓÔ`wÔ	)� 	)														=	(r1+	r2	,	OÓª`PÓÔ	)� )	+	(s1+	s2	,	Owª`PwÔ	)� )		=	L(	r	)	+	L(s)			L(Æv)	=	L(Ær1	,	Ær2)	=	(Ær1	+	Ær2	,	OÐÓª`PÐÓÔ)� 	)														=	(Æ(r1	+	r2	),	Ð(OÓª`PÓÔ	)� )				=	Æ((r1	+	r2	),		OÓª`PÓÔ	� )														=		ÆL(	r	)					
  .دی )  L-Map( و خطی ميپينګي L کي نتيجه په
 .کويصدق  L(v2) = w2و  ا   L(v1) = w1چې یثبوت شوس بايد ا
  

 L(v1) = L((1,1)) = (1 + 1, O	`P� 		) = (2,3) = w1 

L(v2) = L((-1,2)) = (−1 + 2, 	O(a�)	`�.P� 		) = (1,2) = w2  

( b ) خطی ميپينګ دلته : حلL په نظرکي نيسو  

∋ چېڅرنګه   ℝ�
   L(v2),L(v1)او  دیv2,v1  يوه قاعده دℝ�

∋a 11,a21,a12,a22 !∃  :پس ده،  ℝ		;  
 L(v1) = a11v1+ a21v2 , L(v2) = a12v1+ a22v2  	L(v1)	=	a11(1,1)	+	a21(-1,2)	=	(a11,	a11)	+	(-a21	,	2a21)									 	=		(a11	-	a21,		a11	+	2a21)	

   :مخېخواصوله خطی ميپينګ  L د له بلي خوا 
L(v1)= w1  = (2,3)   

  :پس
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L(v1) =	(2,3)	=	=		=		(a11	-	a21,		a11	+	2a21)	
 	⇒	a11	-	a21	=	2		∧									a11	+	2a21	=	3		 ⇒		-3a21	=		2	-	3		=	-1	⇒																a21	=			��					⇒		a11	=	2	+	a21	=	2		+	��	=		Ú�	
 	⇒	 (a11,	a21)	=	(	Ú�,		��)	L(v2)	=	a12v1+	a22v2																		=	a12(1,1)	+	a22(-1,2)	=	(a12	,	a12)	+	(	-a22	,2a22)					    			=		(a12	-	a22	,		a12	+	2a22)	

   :مخېخواصوله خطی ميپينګ  Lله بلي خوا د 
L(v2)= w2  = (1,2)   

  :پس
L(v2) = (1, 2) = (a12 - a22 ,  a12 + 2a22) 

 ⇒ a12 - a22 = 1  ∧   a12 + 2a22 =  2 

 ⇒  -3a22 =   1 - 2 = -1   ⇒   a22 =  
��  ⇒    a12 =  1 + a22 = 1 + 

�� =  
O� ⇒ (a12, a22) = ( 

O�,  ��)  
 

Eندي شکل  ته قاعده ℬنظر  متريکس همربوطميپينګ خطی  L د کينتيجه په 
  : لري

  *ℬ	ℬ (L) =  �		Ú� 	O�	�� ��� 

( c ) دلته د  :حل(L) *ℬ	ℬ   متريکس مربوطه خطي ميپنګL سته راوړوE  ℝ� =≪ L�, L� ≫  x = (x�, x�) ∈ ℝ�  ⟹  ∃	λ	�	, λ	� 		 ∈ ℝ	  ; x = λ	�v1 + λ	�v2 

  ⟹ L(x)  =  L(x) = L( λ	�v1 + λ	�v2) = λ	�L(v1) + λ	�L(v2) 
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  *ℬ	ℬ (L) =  �		Ú� 	O�	�� ��� = �		k�� 	k��k�� k��� 
 

∋ چېڅرنګه   ℝ�
   L(v2),L(v1) دی اوv2,v1  يوه قاعده دℝ�

∋a 11,a21,a12,a22 !∃  :پس ده،  ℝ		;  
 L(v1) = a11v1+ a21v2 , L(v2) = a12v1+ a22v2  	L(v1)	=	a11(1,1)	+	a21(-1,2)	=	(a11,	a11)	+	(-a21	,	2a21)									 	=		(a11	-	a21,		a11	+	2a21)	=	(Ú�−	��	,	Ú�+	��)	=	(2,3)	=	w1	L(v2)	=	a12(1,1)	+	a22(-1,2)	=	(a12,	a12)	+	(-a22	,	2a22)									 	=		(a12	-	a22,		a12	+	2a22)	=	(O�−	��	,	O�+	��)	=	(1,2)	=	w2	

  : چې کي مووليدل (a)په 

λ� = ��`��³* 		 , λ� = �Ôa�ª�     

L(x)  = λ	�L(v1) + λ	�L(v2) 

        = 
��`��³* (2,3)+ 

�Ôa�ª� (1,2) 
        =	(���`t�³*  , 

*��`��³* ) + (	�Ôa�ª� 	, ��Ôa��ª� )  

        = (
���`t�³* + �Ôa�ª� 	 , *��`��³* +	��Ôa��ª� )	 = (

�(�Ô`�Ô)�  , 
O�ª`P�Ô�  

        =  (x1 + x2 , 
O�ª`P�Ô� ) 

  :نتيجه کي په

  L ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 
 (x1,x2  ) ⟼  (	�� + ��, O)ª`P)Ô� 		) 
 

,�ℝ)په  چېمونږپوھيږو  :حل (2)د   ℝ)	 E ندي وکتوري فضا کی اساسی قاعده
  :شکل لري

e1= (1,0) , e2= (0,1) 
   ℝ� = <<e1,e2>> x = (x�, x�) ∈ ℝ�    ⟹  ∃	λ	�	, λ	� 		 ∈ ℝ	  ; x = λ	�e1 + λ	�e2 
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 (x�, x�)  = (Æ�, 0) + (0, Æ�) = (Æ�, Æ�) 
  ⟹					 �� = Æ� 						∧ 									�� = Æ� 
 L(x) = λ	�w1 + λ	�w2  = x1 .w1 + x2 .w2 = x1(2,3) + x2(1,2) 
       = (2 x1 , 3 x1) + ( x2 , 2 x2)  
     = (2 x1+ x2 , 3 x1 +2 x2) 

  :له بلي خوا
L(e1) = L( (1,0) ) = ( 2+0 , 3 +0) = (2,3) = w1 
L(e2) = L( (0,1) ) = ( 0+1 , 0 +2) = (1,2) = w2 

  :لري شکل  ته Eندي قاعده نظراساسی L ميپينګ خطیپس  

L ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 
 (x1,x2) ⟼ (2 x1+ x2 , 3 x1 +2 x2) 

,	�ℝ)د  دلته مونږ  :     12.4    تمرين ℝ) فضای وکتورپه نظرکي نيسو.  
w1    = (2,3,1) , w2 = (1,2,1)  , w3 = (1,1,1)	∈ ℝ�     
v1= (2,0,0),v2= (3,0,1), v3= (0,2,1)	∈ ℝ� 

( 1 ) 
( a)  د چېثبوت کړی v2,v1 اوv3   وكتورونه يوه قاعده(basis)  دℝ� يعنې .ويړجو:  ℝ� = << v1,v2,v3>> 

 ( b ) پينګخطی مي يو مخېله  یقضي 7.1 د  L رظن= (v1,v2,v3)   	ℬ  نديEته د  
L   :یخواصو سره پيداکړ    ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 , L(vi) = wi    ( i=1,2,3 ) 

( c )   دL ربوطه متريکس م(L) *ℬ	ℬ  رظن	ℬ یته پيداکړ.  
   :ي ته دEندي خواصوسره پيداکړوقاعداساسي نطر L پينګخطی مي ( 2 )

L ∶ ℝ� 		⟶				ℝ�	 , L(ei) = wi    ( i=1,2,3 ) 
 

,	ℝO) د isomorphism مثال کي يو په دېغواړو  :12.4مثال  ℝ) و ا  

)      ℝ	
 M(2x2, پيداکړو ځترمين فضاي وکتورو.  

  : مونږ پوھيږو :حل
   

 ℝO
= << e1 ,e2 , e3, e4>> ⋀  M(2x2,	ℝ)=<<	Ê��	,Ê��, Ê��, Ê��>>	
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L  :دEندي خواصوسره موجود دی Lميپنګ  خطیو ي مخېله  قضيې  7.1د  ∶ ℝO 	⟶ 				M(2x2,ℝ)	,	L(ei)	=	Ei		(	i=1,2,3,4)	x = (x�, x�, x�, xO) ∈ ℝO    ⟹  ∃	λ�	, λ�, λ�, λO ∈ ℝ	  ; x = λ	�e1 + λ	�e2 + λ	�e3 + + λ	Oe4 ⟹  	�� = Æ� 	∧ 				�� = Æ� 		∧ 	 		�� = Æ� 	∧ 	 		�O = ÆO 
 

L(x) = L(λ	�e1 + λ	�e2 + λ	�e3 + + λ	Oe4) 

       = λ	�L(e1) + λ	�L(e2) + λ	�L(e3) + + λ	OL(e4) 

       =  λ�.	Ê�� +	λ�.	Ê�� + λ�.	Ê�� +	λO.	Ê�� 
       = x1. �	1 00 0	� + x2 . �	0 10 0	� + x3 . �	0 01 0	� + x4 . �	0 00 1	� 
       = �		x� x�x� xO	� 

  په Eندي ډول دی Lميپنګ خطی  پس 

L ∶ ℝO 												⟶ 				M(2x2,ℝ)		X=(x1,x2,x3,	x4)		⟼ �		x� x�x� xO	� 
L injective:   x = (x�, x�, x�, xO), y = (y�, y�, y�, yO) 	∈ ℝO    

L(x) = L(y)    ⟹  �		x� x�x� xO	� = 	�		y� y�y� yO	� 
                    ⟹   x = y  ⟹  L injective 

L surjective:  

Dim(ℝO) = 4 = dim(M(2x2,	ℝ) 
L injective  ⟹  L surjective    [  مخېله  قضيې  [ د 7.3 
 

  اويا

A = �		a bc d	� ∈ M(2x2,ℝ) , x:=(	x1,x2,x3,	x4)	=	(a,b,c,d)	
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L(x)	=	L((a,b,c,d))	=	�		a bc d	�	⟹	L	surjective 
 

 .دی  isomorphism   وي  L کینتيجه په 
 

 وکتورونه, w4, w3, w2, w1    w5ده چېفضا وکتوری ,ℝ  (W ( 12.5:تمرين 

W L جوړوي اوقاعده يي يوه  ∶ ℝP . ميپنګ دیطی خ surjective وي  ⟶
	  .ھم دی  injective وي L کړې چې ثبوت
∋L (  که   12.5:مثال  Ê.s(ℝ�  وا A  دL  نظر اساسی متريکسمربوطه 
   : ته په Eندي ډول وي Basis) (standard يقاعد

  

 A = � 	5 −8−1 		3 � 
  متريکس ته پيداکړې  Aنظر  L ميپنګ خطی  ( 1 )
 کوم دي  (eigenvalues)قيمتونه  مشخصه L د ( 2 )
  پيدا  ( eigenvectors)  وکتورونه مشخصه  همربوطدمشخصه قيمتو   ( 3 )

   اوامتحان يي کړې کړې    

  دی )وړ د قطري کيدو(  diagonalizable متريکس Aکړې چې د  ثبوت ( 4 )
  

  :حل  ( 1 )

 

 x = (x1,x2 ) ∈ ℝ	� 
L(x) = L(x1,x2) = A.x = � 	5 −8−1 		3 � . ê 	����ë  

                               = ê 5�� − 8��	−�� +	3��		ë   

                                 = (5x1 – 8x2, -x1 + 3x2  ) 
شکل ته Eندي نظر اساسی قاعده  ميپنګخطی  همتريکس مربوط A کې دنتيجه په  

 : لرې 

                              L : ℝ	� 	⟶ ℝ	� 
                               (x1,x2) ⟼ (5x1 – 8x2, -x1 + 3x2  ) 

  :حل  ( 2 )
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				A	–	t.E2		=						�	5 − � −8−1 		3 − ��	
	pL(t)		=		det(A	–	t....EEEE2	)		=				5 − � −8−1 		3 − �																=	(5	–	t)	.	(3	–	t	)	–	8						
 pL(t) =   t

2
 – 8t + 7  = (t – 7)

1
 . (t – 1)

1
 = 0   

 ⇒ t1 = 7  , t2 = 1 

 .دي ونهمشخصه قيمت L د 7و ا 1 
     :يعنې. دی algebraic multiplicity ( 1 (الجبري حاصل ضرب   t2 او  �� د 

   Ç(PL,7) = Ç(PL,1) = 1 
   

  ليمعادپيداکولولپاره داEندي  ( eigenvectors) ووکتور مشخصه :حل  ( 3 )
  :کووحل     

 (A – tE2)(x) = 0 

 ( A –t.E2)(x) =  �	5 − � −8−1 		3 − �� . ������  = �00� 
 t1  = 7 (	A	–7.E2)(x)	=		�	5 − 7 −8−1 		3 − 7�	.	������		=	�00� 
																																																																																																				=			�		−2 −8−1 			−4�.	������	=	�00�	
																																																																																																=		=		=		=		ê		−2�� −8��−1�� 	−7��ë	=	�00�				
 ⇒  -2x1 – 8x2  = 0    ∧  -x1 – 4x2 = 0  ⇒  x1 = -4x2 

 ℝ ∈  x2 = m  (m  ( که . حل لريپاراميتری  يمعادE څرنګه چې پورتنی
 eigenspaceيومشخصه وکتوردی اومربوطه   =v1  (4m,m-)شې، بياوضع 

  يي Eندي شکل لرې

Eig(L,7) = {(-4m,m) │ m∈ ℝ } =  {(m( -4,1) │ m∈ 	ℝ }   
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  وکتور مشخصه وويکيږي ا x1 = 4  ې، بياوضع ش  x2 = -1 په ډول که مثالد 
  دی  =:u (1-,4) ته قيمت مشخصه t1= 7 نسبت 

 لپاره بايد vوکتور  اومشخصه Æمشخصه قيمت  تعريف له مخې  د: امتحان

 L(v) = ÆL صدق وکړې:  

 L(v1) = L(-4m,m) = (5(-4m) – 8m, 4m + 3m ) = (-28m, 7m) 

           = 7.(-4m,m) = t1.v1 

  .دی dim(Eig(L,7)) = 1پس  .وکتور دهې فضا  Eig(L,7)يوه قاعده د  (4,1-) 
				1111	=	=	=	=				 tttt2222  دی 1له مخې  تعريفد )ھندسی حاصل ضرب ( geometric multiplicity پس 

(	A	–1.E2)(x)	=		�	5 − 1 −8−1 		3 −  دددد��00	=		������	.	�1
																																																																																																=			� 		4 −8−1 			2�.	������	=	�00�    	
																																																																																												=		=		=		=		ê 		4�� −8��−1�� 	2�� ë	=	�00�				
 ⇒  4x1 – 8x2  = 0    ∧  -x1 + 2x2 = 0  ⇒  x1 = 2x2 

 ℝ ∈  x2 = m  (m  ( که . حل لريپاراميتری  يمعادE څرنګه چې پورتنی
يي  eigenspaceيومشخصه وکتوردی اومربوطه   =v2  (2m,m)شې، بياوضع 

  Eندي شکل لرې

Eig(L,1) = {(2m,m) │ m∈ ℝ } =  {(m( 2,1) │ m∈ 	ℝ }   
  مشخصه وکتور وويکيږي ا x1 = 2  ې، بياوضع ش  x2 = 1په ډول که مثالد  

  دی =:v  (2,1) تهمشخصه قيمت  t2= 1 نسبت 
  :حل ( 4 )

�ℝوکتورونه په  vو ا uله مخي  ليما 9.2 د
 ليما 5.3 د پس. مستقل ديخطی کې  

�ℝ:  له مخي ليکلی شو
 = << u, v >> 

.)h ∋ يو  × .,¸	) A  متريکس diagonalizable ) کيدو وړ قطری  د  (
 وي S-1.A.S  وي چېموجود  ¸)   ∈ S	GL(n,متريکس وي  که چيري دی،

diagonal  شېريکس مت .  
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 مشخصه vو ا u يي (column)ستني  دا ډول تعريف شې چي متريکس  Sد که
 : يعنی. يو ونهوکتور

S = � 4 2−1 		1�  , det(S) = 4.1 – (-2.1) = 6    

S-1 = 
�þ�ù	(T) �1 −21 		4 � = 

�¿ �1 −21 		4 � = ��¿ − �¿�¿ 		O¿ � 

S-1.A.S = ��¿ − �¿�¿ 		O¿ �.	� 	5 −8−1 		3 � . � 4 2−1 		1�  
               = �Ú¿ − �O¿�¿ 		O¿ � . � 4 2−1 		1� = ��¿¿ + �O¿ �O¿ − �O¿O¿− O¿ 	�¿+	O¿�    

         =�7 00 		1� 

 
 Aد  له مخي تعريفپس . دی متريکس ونالگديا وي  S-1.A.S ليدل کيږې چې

   .دی Diagonalizable   متريکس
  :مشخصه وکتورنه په عمومي ډول Eندي شکل درلود   t2او t1 مونږ وليدل چې د  

V1 = (-4m,m)  , V2 = (2m,m)    ( m∈ ℝ )   
  کيږي  v=(-2,-1)او  u= (4,-1)وضع ښې بيا   m= -1که  

S = � 4 −2−1 	−1�  , det(S) = - 6    

S-1 = 
�þ�ù	(T) �−1 21 		4� = − �¿ �−1 21 		4� = � �¿ − �¿	− �¿ −	O¿� 

S-1.A.S = � �¿ − �¿	− �¿ −	O¿�.	� 	5 −8−1 		3 � . � 4 −2−1 	−1�  
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               = � P¿+ �¿ 			− �¿− ¿¿− P¿+ O¿ 			�¿−	��¿ �. � 4 −2−1 	−1�  

              =    � Ú¿ − �O¿	− �¿ −	O¿� .. � 4 −2−1 	−1� 

                

                                             =		�7 00 		1� 

  
او قطري عناصر يي  دی متريکس ونالگديا ويبيا ھم   S-1.A.S ليدل کيږې چې

  .دی Diagonalizable   متريکس A پس . مشخصه قيمتونه دي
  :راکړل شويدیمتريکس  دينEاد  12.6 تمرين

A = Û		1 2 00 3 02 −4 2	Þ 

  ته پيداکړې  قاعده ېنظر اساس خطي ميپنګ Lمربوطه  متريکس Aد         ( 1 )    

  کوم دي (eigenvalues) قيمتونه  مشخصهمتريکس  Aد     ( 2 ) 

  يي پيداکړې  (algebraic multiplicity)  حاصل ضرب يالجبر ( 3 ) 

          يکوم د (eigenvectors) وکتورونه مشخصه متريکس Aد     ( 4 )

  يي پيداکړې eigenspace    مربوطه    ( 5 ) 

 يي پيداکړې (geometric multiplicity) حاصل ضربھندسی   ( 6 )

  A ونه دويکتور مشخصه  v3 ,v2 ,v1و ونه اقيمت مشخصه   t3 ,t2 ,t1که  ( 7 )

  :کوېرابطه صدق  بياثبوت کړې چې داEندې، وي متريکس

A.vi = ti . vi   ( i= 1,2,3 ) 
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ونال گديا وي  S-1.A.Sو ا   det(S) ≠ 0پيداکړې چې متريکس  Sوي ( 8 )
څخه  (eigenvalues) ونهقيمت مشخصه Aبايد د  قطر Dد . وې  Dمتريکس

   .تشکيل شوی وې
  
∋(2,2,3)	=	v2	,	(1,1,0)	=	v1     12.6:مثال       (ℝ�, ∥		∥	)		W:=	span(v1,v2	)	 (	1	) W	=<<v1,v2>> . ېچ شېثبوت  بايد يعنيv1111				 								v2	, د يوه قاعده W ده	 (	2	)   (a)(a)(a)(a) و ا(b)(b)(b)(b)  حل لپاره د gram-schmidt  څخه استفاده کيږيطريقي له  

( a )     دv1  ،v2  مربوطهorthogonalbasis څه شکل لري اوبايد امتحان شې    
( b )     دv1  ،v2 مربوطه orthonormalbasis س ته رEاوړو     

  ته پريږدموستونکی ل حل (	1	)د 
د  orthonormalbasisاو orthogonalbasis د  gram-schmidt 												  : حل  (2)

	(1,1,0)	=	v1	u1:=	(	a	)  :طريقه په Eندي ډول ده پيداکولو
u2: = v2 - proj\ª(v2) = v2 - 

[\ª,�Ô][\ª,\ª] .u1  

      = (2,2,3)- [(�,�,4)	,(�,�,�)][(�,�,4)	,(�,�,4)	] .	(1,1,0)   
      = (2,2,3)	– 

�.�`�.�`4�.�`�.�  (1,1,0)	= (2,2,3)	-  O� (1,1,0) 
     = (2,2,3)+  (−2,−2,0	) =  (0,0,3	) 
<u1 , u2> = < (1,1,0) , (0,0,3) > = 1.0 + 1.0 + 3.0 = 0 ⇒ u1 , u2   orthogonal   

,	�λ	∃	⇒		)	span(v1,v2	∈W=	X=(x1,x2,x3)  ده W يوه قاعده د  u2او   u1ت شې چې  اوس بايد ثبو λ� ∈ ℝ	 ; x = λ�v1 + λ	�v2 

 ⇒ (x1,x2,x3)	=	λ�(1,1,0) + λ	�(2,2,3)  

                    = (λ�,	λ�,0) + (2λ�,2	λ�,	3λ�)  

                    = (λ� + 2λ�, λ� + 2λ�, 3λ�) 
 ⇒ x1 = x2 = λ� + 2λ� , x3 = 3λ� 
a1,a2∈ ℝ	;  x = a1u1 + a2u2    
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(x1,x2,x3)	=	a1(11,0) + a2(0,0,3) = (a1, a1,0) + (0,0,3a2) 
       = ((a1, a1, 3a2)   

a1 = x1 = x2 = ( λ� + 2λ�) , a2 = 3λ� ⇒ W	=	span(u1,u2	)	=	<	u1,u2>	
 

     u1  و اu2 ځکه .خطي مستقل ھم دي:  

µ	�	,µ	� ∈ ℝ	 ; µ�u1 + µ�u2 = 0 ⇒ µ�(1,1,0) + µ�(0,0,3) = (0,0,0) ⇒ (µ�		,µ�, 3µ�) = (0,0,0) ⇒ µ� =	µ� = 0 

  . جوړوي  (orthogonalbasis)اورتوګونال بيس   Wد  u2و ا  u1 کې نتيجهپه  

( b ) 

wi:= 
\�∥\�		∥ 							(	W = 1,2	) w1	=	 \ª∥\ª		∥	=	 �∥(�,�,4)		∥	.	(1,1,0)	=	 �√�	.	(1,1,0)		=		( �√�	,	 �√� , 0)			w2  =	 \Ô∥\Ô		∥	= �∥(4,4,�)		∥	.(0,0,3	) =	 �√	Å		.	(0,0,3	) 

      = 	��	.	(0,0,3	) = (0,0,1	) 
     	
<w1,w2> = < ( �√�	,	 �√� , 0), (0,0,1	))	>  0 + 0 + 0 = 0 

)	∥	=	∥	w1	∥	  :ځکه. ھم دي orthonormalوکتورونه  w2او  w1  .دي orthogonalوکتورونه يوبل سره   w2و ا w1 ليدل کيږې چې �√� 	 , �√� , 0) ∥	=	^� �√��� 	+ 	� �√��� + 	0				=	√1	=	1		 ∥	w2	∥	=	∥	(0,0,1	) ∥	=	√1					=	1					
 w2او  w1 پس. ده W دقاعده  وي w2و ا w1 چې کيدای شېثبوت  سره اسانی په

  .جوړوي orthonormalbasis يو وکتورونه
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∋(2,1,1)	=	v3	,	(1,1,3)	=	v2	,	(1,2,1)	=	v1    12.7:تمرين   (ℝ�, ∥		∥	)		 	(	1	) W	=<<v1,v2,v3>> .  کړې چېثبوت يعنيv1111				 ,					v2	, v3	  د يوه قاعده   W								  ده				 (	2	)   (a)(a)(a)(a) و ا(b)(b)(b)(b)  حل لپاره د gram-schmidt له طريقي څخه استفاده وکړې  
( a )     دv1 ,,,, v2 , v3 	 مربوطهorthogonalbasis څه شکل لري اوبايد  
  امتحان شې          

( b )     دv1  ،v2 , v3 	مربوطه orthonormalbasis    س ته راوړيE   
ℝ	f:	={	V 12.7: مثال → ℝ«	|	f(x)=	a	+	bex+ce2x			(	a,b,c	∈ ℝ	)}   

يی يوه قاعده  e2x } {1,ex, ، چهده فضا وکتوری وهي (V, ℝ) له مخی مثال 4.1د 
  :ځکه. ده

p	ھر  : اول ∈VیEشو د  کو,e2x } {1,ex پس. خطي ترکيب په ډول وليکو:  
V = <1,ex , e2x > 

  خطي مستقل دي e2x }  {1,ex,ثبوت کړوچه   له لياري Wronskiغواړود   :دويم
 

  
f1(x): = 1 , f2(x): = ex , f3(x): = e2x     

  :متريکس Eندي شکل لري) wronski(د ورونسکي 

  W(f1,f2,f3 )(x) = � p�(�) p�(�) p�(�)p� ′(�) p� ′(�) p� ′(�)p� ′′	(�) p� ′′	(�) p� ′′	(�)� 

 

                       =	Û1 e� e��0 e� 2e��0 e� 4e��Þ 

det�W(f1, f2, f3)(x)� = 		1. (e�. 4e�� −	e�. 2e�� 
             = 4e�� − 2e�� = 2e�� 	≠ 0   (  ∀ x ∈ ℝ ) ⟹ {1,ex , e2x }  lin-indep ( خطي مستقل )   [    قضيی له مخي 11.3 ] 

  
  : په نتيجه کې
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V = <<1, ex,e2x >>   ∧  dimV = 3 
  :12.8تمرين  

 V	={	f:	ℝ → ℝ«	|	f(x)=a+bx+cx2+dx3+ex4		(	a,b,c,d,e∈ ℝ	)}   
  .يوه وكتوري فضا ده     (ℝ	V,)چه ثبوت کړې  ( 1 )

   پيدا کړې (ℝ	V,)د  قاعده يوه  ( 2 )

( 3 )  dimV څودی  
 

ℝ	f:	={	V 12.9: تمرين → ℝ«	|	f(x)=	aemx+benx		(	a,b	∈ ℝ,m, n	 ∈ ℕ)}   
  وکتوري فضا  په پام کې نيسو ((ℝ	V,)مونږ د  

f1(x):= emx  , f2(x):= enx ∈ V   (m,n ∈ ℕ ) 

 f1(x)کومو قيمتولپاره   nو ا mمتريکس له مخي معلوم کړي، چه د  wronskiد 

 .دي (lin-indep)خطي مستقل  f2(x)او 
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  (Symbols) ونهسمبول

 ℕ   ست واعداد طبيعي د                             ℕ	⋃ 		 {0}		    :=		   ℕ4  

 ℤ     ست  واعداد )تام(دپوره                       ℤ				\			{0}  = : ℤ	∗   ℚ     ست واعداد ناطق د                                 	ℚ∗ ≔ 		ℚ	\		{0}   

 ℝ   ست واعداد حقيقی د                                  ℝ∗
:= ℝ		\		{0} 

 ℝ4̀ سرهصفر د ست ومثبت حقيقی اعداد د                                   ℝa4   سره صفر دست  واعداد حقيقی منفید     

 ℂ    ست  واعداد مختلط ادويا ھوميمو د               ℂ∗: = 	ℂ		\		{0}   ¸       ساحه (Field)  A:	                 A   شويتعريف  

 ´ ⇒ I          دa    ی ځخه دافاد b س ته راڅي هافادE  

 K		 ⇔ I         دa څخه  يافادb دو ا b څخه a س ته راځيE  

 z = ∅           Aدی تيس خالی وي  

 z ≠ ∅         A ندیت يس خالی وي  

 K ∈ z         a ت يس د عنصر ويA چېاداويا. دی a  پهA کی شامل دی  ∉ z  a           a  دA چېا داويا. ندی عنصر a  دA ت کی شامل ندیيپه س   

 ∀K ∈ z       ھر دa  د چېلپاره A  ويکی شامل سيت  په ∧              (conjuction) and 

K : دمثال په ډول                        ∧ 	I          دa  د وا  افادهb افاده   ∨              (disjunction) or 

K :       دمثال په ډول                    ∨ I            د a د يا  افادهb افاده   

 ⋃  (union) اتحاد  يتونوس  د              		

 ⋂   (intersection) تقاطع  سيتونو د                	

 z ⊂ {             A ت  يس فرعی(sub set) د B دی  

 A ⊆ B A              ست   فرعی(sub set) د B د ويا مساويا B سره دی  

     A ∖ B          {  a∈ A │  a∉ B  }                 
 ∃I ∈ z          وي b  دعنصر A  دیموجود په سيت کی  

 ∄I ∈ z          وي b  دعنصر A  لریه ن جودپه سيت کی       ∃!I ∈ z          فقط يواځی يوb  دA په سيت کی موجود دی   
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  ديوه فضای )   Spanا  ويا generating  system(مولد     < , ..., >
  وکتور              

.)h ∋  فضای وکتور يود  ( Basis )قاعده       << , … , >> ×§,¸	) A  : متريکسm  ليکي(rows) ، n  ستني(colmns)  لري 
  دي يد ساح ¸اوعناصر يي د                              

 ∈ h(.,¸	) A  : مربعي متريکسn  ليکي(rows)  ،n  ستني(colmns)  لري 
  دي يد ساح ¸اوعناصر يي د                       

 zF	FC (L)        د L رنظ متريکس  يپنګ مربوطهي مخطℬ  او ℬ´  و تهقاعد  
              
 
 

 

 

   



  Linear  Algebra ----------------------------------------------------------------------   الجبر خطي       

 

 

262 
 

  اختصارات

        lin-comb        ترکيبخطی  (linear combination)    

     lin-dep             بسته  او  خطی(linearly dependent ) 

     lin-indep          مستقل خطی   (linearly independent )  

     lin-map             ميپنګخطی    (linear  mapping ) 

Im(L)                     رويتص (image) د L  يپنګم خطی 

Ker(L)                   ھسته   (kernel) د L  ميپنګ خطی  

     geom – mult               geometric multiplicity 

algeb – mult                     algebraic multiplicity E�4                         n مربعي صفرمتريکس  

En                         n مربعي واحد متريکس  
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Greek Letters 

  ) حروف يونانی ( 

 

Uppercase                  lowercase 
 ( کوچني حروف  )                (لوي حروف ) 
---------------------------------------------- Α    alpha                        α         Β    beta                          β Γ     gamma                    γ Δ     delta                        Â Ε     epsilon                     �           ϵ     epsilon variant Ζ      zeta                         � Η     eta                           � Θ     theta                        �           �    theta variant  Ι      iota                           �  Κ     kappsa                    �  Λ     lambda                    Æ   Μ    mu                           Ç Ν	    nu                            ν Ξ     xi                             � Ο    onmicron                 �  Π    pi                             � Ρ    rho                           �        �   rho vaiant Σ    sigma                       �        �   sigma variant Τ    tau                           �  Υ    upsilon                     ¡ Φ    phi                          £         ®  phi variant Χ     chi                          ¥ Ψ     psi                         § Ω      omega                  © 
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            bijective Mapping    8 
            definition of a Mapping ( or  Function )    6 
            combination of Mapping     10 
            endomorphism   111 
            epimorphism    111 
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